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  یک مجموعه باید برای همه معلوم و معین و یکسان باشد.11
گزینهء )1(: هر کسی می تواند 10 عدد گویای دلخواه، کوچک تر از 10 انتخاب کند، چون اعداد گویا بین دو عدد دلخواه بی شمار است.

 { , , , , , }994 987 980 973 966  گزینهء )2(: مضرب های صحیح و کوچک تر از 1000 عدد 7، یک مجموعه است و بی شمار عضو دارد. 
گزینهء )3(: برای چهار عدد فرد طبیعی، می توان بی شمار مثال آورد و این عبارت یک مجموعه را مشخص نمی کند.

گزینهء )4(: عدد 8 چهار شمارنده دارد: 8, 4, 2, 1، بیان سه شمارندهء آن می تواند 4 حالت مختلف داشته باشد و یک مجموعه نیست.
21 { , , , , , }11 22 33 44 55    گزینهء )1( مجموعه است. 

 { }-1 ) است.  )-1 گزینهء  )2( مجموعه است و بزرگ ترین عدد صحیح کوچک تر از صفر عدد
{} را مشخص می کند. گزینهء )3( یک مجموعه است. عدد 123 مقسوم علیه زوج ندارد، چون 123 فرد است. پس مجموعه

 120 2 3 5
3= ´ ´ گزینهء )4( مجموعه نیست. چون عدد 120 سه شمارندهء اول متمایز دارد. 

  گزینهء )2( مجموعه ای را معلوم نمی کند. چون موفقیت و انسان موفق، یک موضوع نسبی است و ممکن است برای همگان یکسان نباشد. 31
در صورتی که هر مجموعه باید برای همه یکسان باشد.

(,) در مجموعه دقت کرد.41   برای شمارش عضوها باید عضو تکراری را حذف کرده و به تعداد کاماهای اصلی
}} : گزینهء )1( , , , , , , }}1 2 3 4 5 100…� ���� ����

¾ø¼µ\¶ ¼ñø I¿¹U

Þ یک عضو   

} : گزینهء )2( , , , , } { , , , , } { }1 2 3 100 1 1 1 1 1
0 0 0 0

 = = Þ یک عضو  
} : گزینهء )3( ,{ }} { ,{ }},{ } { ,{ }}1 1 1 1 1 1 1 1Þ Î Î Þ 2 عضو  
},{{}}} : گزینهء )4( ,{}}} {{{}}, {{}}} {{{}}}Æ = = Þ

¼ñø


یک عضو  

  عضوهای مساوی را پس از ساده کردن عضوها حذف می کنیم:51

 A = = ={ , , , } { ,( ) ,( ) , ( ) } { , ,2 8 32 64 2 2 2 2 2 2 2
33 11 7 11 33 3 11 5 7 6 11 33 33 355 66 33 33 35 33 35 33

2 2 2 2 2 2 2, } { , , , } { , }= =  
دو عضو دارد.

61  
 A = = = Þ{ ,{ },{ , },{ , , } { ,{ }, { } , { }} { ,{ }}2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2

6

.jnHj ¼ñø
ÏÏ

Ï

ì

í
ï

î
ï

A
A{{ }}2

 

) مساوی 5 خواهد شد.71 )n - +5 A، پنج عضو داشته باشد، حاصل1 a a an n= -{ , , , }
1 5
   اگر

 ( )n n n- + = Þ - = Þ =5 1 5 4 5 9  
81 { , , , , , , },a b b c c c j10 20 20 30 30 30 100

   عضوهای تکراری را حذف کنیم: 
 { , , , , }a b c j10 20 30 100

 j100 داریم که از هر کدام فقط یکی باقی می ماند.  , ... و 10تا c30 ، سه تا b20 با توجه به الگوی بین عضوها، یکیa10 ، دوتا
در الگوی 10, 20, 30, ... تا 100، 10 عدد وجود دارد و در نتیجه مجموعه 10 عضو دارد.
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  الگویی بین عضوها وجود دارد، هر عضو نسبت به عضو قبلی 2تا بیشتر است و تعداد آن ها برابر است با:91

= تعداد الگوی منظم ساده
-

+ = - + + =
oUï©nqM jkø oUï¦a¼¨ jkø

jHkøH  â¾±ÅIÎ
1

2 2 2

2
1

2
12 11 12( ) -- - + = - - +2 2

2
1

2

2

2

2

2

2
1

11 12 11

 

 = - - + = - = ´ - =2 2 1 1 2 2 2 2 2 2
11 10 11 10 10 10 10  

101 { , } { , , } { , , , , }7 8 4 5 6 1 2 3 4 5» »   می توانیم مجموعه ها را بنویسیم: 
ÏM{} و گزینهء )4( نادرست است.111 }، در نتیجه ,{}}a } و }a   عضوهای مجموعهء M عبارت هستند از: a و
121 a = Î0 یک مثال ساده تر هم داریم . - Ïa  - و <a a باشد، آن گاه0 a است، a می تواند مثبت یا منفی باشد. اگر0< Î   چون

. - = Ïa 0  - اما = Îa 0  و
131 Þ = - Þ = -n n3

1 1 m باشد.  n n- = = -3
} مساوی اند. پس حتماً باید1 }-1 } و , }m n n- 3   مجموعه های

 m n m m m mn- = - Þ - - = - Þ + = - Þ = - = - - =1 1 1 1 1 2 2 1 2( ) , ( )( )  
A است و عضوها مساوی هستند:141 B=   

 A B x x y x x x= Þ - = - Þ - = Þ - = Þ ={{ },{ }} {{ },{ }} { } { }1 3 5 1 5 1 5 6  

 Þ = - Þ = - Þ = - Þ ={ } { }3 3 3 6 3x y x y y y  
  هر دو مجموعه، سه عضو دارند. پس عضوها می توانند دو به دو مساوی باشند. چند حالت مساوی بودن می توان در نظر گرفت که بعضی 151

از آن ها ممکن است نتیجهء درست ندهند.
 
A a b
B a b

a a b b a b b
b

=
= - +

Þ
= - = + = Þ = = = Þ
= +

{ , , }
{ , , }

, , , ,
,

1

0 1 2

1 1 2 0 2 0 0

1 2



bb a a b a a= - = Þ = - = = Þ
ì
í
î 1 0 1 0 0, , , 

 

) را با هم مساوی قرار نمی دهیم، چون a و b از معادله حذف می شوند. حالا دو حالت درست داریم: , )b b + 2 ) و هم چنین , )a a-1
 ( , )a b= =2 0 ) و , )a b= = -0 1  
) صدق  , )a b= = -0 1 ) صدق می کند، اما در دیگری خیر. گزینهء )1( در , )a b= =2 0 گزینهء )4( در هیچ کدام صدق نمی کند. گزینهء )3( در

می کند، اما در دیگری خیر.
a همیشه درست است. b- =2 2 ) صدق می کند و با این مقادیر، , )a b= =2 0 ) و , )a b= = -0 1 گزینهء )2( در

161 { , , , } { , , , }x y z t = 1 2 3 4    

 ( )x y2 2+ z است، حاصل t2 2+ از شمارنده های x یکی  y2 2+ باشند. چون از عددهای 1, 2, 3, و 4  t هر کدام می توانند یکی  z ,y ,x و 
آن گاه  , y و1=  x = 2 و باشد   t = 3 و  z = 4 اگر کنیم،  استفاده  آزمایش  و  حدس  از  می توانیم  بود.  خواهد   ( )z t2 2+ مساوی یا  کوچک تر 

x و 5 شمارندهء 25 است و این حالت درست است. y2 2
5+ = z و t2 2

25+ =

x و 10 شمارندهء 20 است. پس این حالت هم درست است. y2 2
10+ = z و t2 2

20+ = ، y x و1= = 3 , t = 2 , z = 4 حالا انتخابی دیگر:
x و 13 شمارندهء 17 نیست، پس این حالت نادرست است.  y2 2

13+ = z و t2 2
17+ = ، y = 3 , x = 2 , t =1 , z = 4 و یک انتخاب دیگر:

z می شود. t x y2 2 2 2+ < + حالت درست دیگر نداریم، چون با انتخاب های دیگر
. 4Î{ , }z t z درست بودند. پس = 4 t و = 2 , z = 4 , t = 3 حالت های

171 9 4 13+ = - Þ - = - Þx y x y بی شمار حالت برای x و y وجود دارد.   دو عضو باید با هم مساوی باشند: 
x نیز دارای بی شمار مقدار مختلف است و پاسخ درست گزینهء )4( است. y2 2+ پس

181 x x x x- = - Þ = Þ =2 4 2 6 3   ابتدا دو عضو مجموعهء A را مساوی قرار می دهیم: 
حالا عضوهای مجموعهء A و B باید مساوی باشند.

 x y y y y y- = - Þ - = - Þ - = Þ = Þ = + -2 3 3 2 3 3 1 4 2 2
2 2 2 2  IÄ  

 x y+ Þ
+ =
+ - =

ì
í
î

Þ
3 2 5

3 2 1

( )
( )

گزینهء )2( درست است.  

ریاضینهمتیزهوشان 8
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  مقدار عضوها در هر مجموعه را محاسبه کرده و به ساده ترین شکل می نویسیم:191

)} : گزینهء )1( ), , , ( )} {( ), , , }1 2 3 169
3

4

6

2
19 6 13

1

4
19

0 1 2+ - ¸ - = - -  

} : گزینهء )2( , ,( ) , } { , , , }12 1
1

2
2

1

19

12

2
13

1

4
19 6

1+ ¸ - - = - --  

} : گزینهء )3( , ( ) , , } { , , , }

( )

- - - = - -6
1

2
144 1

57

3
6
1

4
11 19

4

1

2

12
2

 

} : گزینهء )4( ( ) ( ), , ( ) , } { , , , }

( )

38

2
1 16 81 2 3 4 19 13 6

1

4

2

38

2

1´ - + - = - --  

مجموعهء گزینهء )3( با بقیه مساوی نیست، چون به جای عضو 13، عضو 11 را دارد.
  مجموع اعضای هر سه مجموعه را می  نویسیم:201

 A w z x w z x: + + + + = + + +4 9 13 , :B x y x y7 8 15+ + + = + + , :C x y x y6 9 15+ + + = + +  
 13 15 13 15 2+ + + = + + Þ + + = + Þ + = +w z x x y w z y w z y این عبارت ها با هم مساوی هستند: 
y در  = 2 z و =1، w = 3 عددهای باقی مانده از بین 1، 2، 3، ... ، 9، عددهای 1، 2، 3، 5 هستند. با حدس و آزمایش، مسئله را حل می کنیم. اگر

w درست می شود و تنها عدد باقی مانده، یعنی 5 برابر x می شود. z y+ = +2 نظر بگیریم، رابطهء
  نقطه در ناحیه ای قرار گرفته است که عددهای مضرب 18 و مضرب 3 هستند اما مضرب 4 نیستند. یعنی در تجزیهء آن ها حداقل32 211

21 وجود دارد. و دقیقاً
Ü نادرست = ´1536 3 2

9 گزینهء )3(:  Ü نادرست  = ´ ´102 2 3 17 Ü نادرست    گزینهء )2(:  =64 2
6 گزینهء )1(: 

Ü نادرست = ´153 3 17
2 Ü درست     گزینهء )5(:  = ´ ´342 2 3 19

2 گزینهء )4(: 
221 A A A A

1

1

2

1 2

3

1 2 3

4

1 2 3

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10= = = =
¯ ¯

+
¯

+ +
¯

+ +

{ } , { , } , { , , } , { , , , }
++4

  یک الگویابی انجام دهیم. 

عدد آخر هر مجموعه برابر حاصل جمع عددهای طبیعی از 1 تا شمارهء مجموعه است. از طرفی اولین عضو هر مجموعه، یکی بیشتر از آخرین عضو 
A به دست بیاید:

12
مجموعهء قبل است. پس آخرین عضو مجموعهA11 را محاسبه کرده و با 1 جمع می کنیم تا اولین عضو مجموعهء

 A
11

1 2 3 4 5 10 11 66¼ñø  ¸ÄoiA = + + + + + + + =                    A
12

66 1 67 ¼ñø ¸Ã²»H = + =  
) و می توانیم بنویسیم:231 )1 2- ÎA ) و )1 2´ ÎA   عدد 1 عضو A است، پس می توان گفت

 1 1 2 2 2 2 4 2 2 2
3 4Î Þ ´ = Î Þ ´ = Î Þ Î Þ Î Þ ÎA A A A A An( ) ( )  

 1 1 2 1 1 2 3 5 7 1387Î Þ - = - Î Þ - - = - Î Þ - Î Þ - Î Þ Þ - ÎA A A A A A( ) ( )   
 2 2 2 0 0 2 2 4 6 2008Î Þ - = Î Þ - = - Î Þ - Î Þ - Î Þ Þ - ÎA A A A A A( ) ( )   
 2 2 2048 2048 2 2046 2044 2008
11 11Î Þ = Î Þ - = Î Þ Î Þ ÎA A A A A( )   

1387 عضو A نیست، چون هیچ عدد فرد طبیعی نمی تواند عضو A باشد؛ چون با شروع از عدد 1 نمی توانیم عدد فرد مثبت بسازیم. عددهای زوج 
مثبت ساخته ایم، اما نمی توانیم آن ها را به عدد فرد تبدیل کنیم، چون تنها عملیات ضرب در 2 و تفریق با 2 وجود دارد که دوباره عدد زوج تولید می کند.

  در یک الگوی عددهای منظم، میانگین، همیشه برابر میانگین عدد اول و آخر الگو است.241

Þ مجموعهء مضرب های عدد 4 =jkø  ¸ÄoUï©nqM = کوچک ترین عدد و100 Þ = + =4
100 4

2
52¸Ã«ºIÃ¶  

Þ مجموعهء مضرب های عدد 10 =jkø  ¸ÄoUï©nqM = کوچک ترین عدد و100 Þ = + =10
100 10

2
55¸Ã«ºIÃ¶   

Þ مجموعهء مضرب های عدد 8 =jkø  ¸ÄoUï©nqM 96 = کوچک ترین عدد و Þ = + = =8
96 8

2

104

2
52¸Ã«ºIÃ¶  

Þ مجموعهء مضرب های عدد 12 =jkø  ¸ÄoUï©nqM 96 کوچک ترین عدد و = Þ = + = =12
96 12

2

108

2
54¸Ã«ºIÃ¶  

9فصلاول:مجموعهها

telegram.me/medabook_com   www.medabook.com

مشاوره و راھنمای انتخاب بھترین منابع کنکور : 021-28425210



251 { , } ( )x x x x x x x+ Þ + + = Þ + = Þ = Þ =1 1 1387 2 1 1387 2 1386 693   فرض کنیم، مجموعه 2عضوی باشد: 
 { , }693 694 یک مجموعه پیدا کردیم: 
 { , , } ( ) ( )x x x x x x x x+ + Þ + + + + = Þ + = Þ =1 2 1 2 1387 3 3 1387 3 1384 فرض کنیم، مجموعه 3 عضو دارد: 

 Þ = Ï Þx 1384

3
 مجموعهء 3عضوی نداریم.  

با ادامهء افزایش مقدار عضوها به نتیجه نمی رسیم. یک مجموعهء nعضوی از اعداد صحیح و مثبت متوالی در نظر بگیریم:
 { , , , , , ( )}x x x x x n+ + + + - Þ1 2 3 1 nعضوی  
Þ + + + + + + + + + - = Þ + + + + + + -x x x x x n nx n( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))1 2 3 1 1387 1 2 3 4 1� ��� ����� ����� =

- -

1387

1 1 1( ) ( )n n IU  pH Â÷ÃLö jkø Íµ] ®ÅIe
  

Þ + - = ¾ ®¾¾¾¾¾ + - =nx n n n x nn( )( ) ( )1

2
1387

1

2
1387

´ÄoÃ«M  n¼T¨IÎ  pH ÞÞ  
عدد 1387 باید بر n بخش پذیر باشد و 1387 را تجزیه می کنیم.  

 n x n n x n n x n( ) , ,+ - = ´ Þ = + - = = + - =1

2
19 73 19

1

2
73 73

1

2
19IÄ  

 o¬H¾ ®¾ = + - = Þ + - = Þ + = Þ = Þn x n x x x19
1

2
73

19 1

2
73 9 73 64 64 65 66 67, { , , , , ,, }82 Þ  19 عضو دارد.

 o¬H¾ ®¾ = + - = Þ + - = Þ + = Þ = - Þ < Þn x n x x x x73
1

2
19

73 1

2
19 36 19 17 0, مجموعهء درستی نمی دهد.

بنابراین دو مجموعه )یک مجموعهء 2عضوی و یک مجموعهء 19 عضوی( با شرایط مسئله وجود دارد.
a را می سازد که261

b
A عضوهای AÆ b باشد. حالا مجموعهء b و¹0 BÎ a و AÎ a را می سازد که

b
A، عضوهای BÆ   مجموعهء

b باشد. مجموعهء A در سؤال، مجموعهء اعداد سه رقمی طبیعی است. b و¹0 AÎ a و AÎ

 A ={ , , , , , , , , }100 101 102 103 104 105 998 999  

b و حتماً a< a شود و در نتیجه a مضرب b است. پس
b

Î A هستیم که a بر b بخش پذیر باشد، چون باید AÆ ما به دنبال عضوهایی از
پس باشد،   a b= که وقتی  باشد  می تواند   1 مساوی  باشد؟  می تواند  عددهایی  چه   a

b
Î کنیم فکر  این طور  بیایید  بود.  خواهد   b < 500

10b و بالاتر نیست، چون  9b باشد، اما برابر 8b و , 7b , 6b , 5b , 4b , 3b ,2b ,b می تواند برابر a 1. در حالت کلی عدد سه رقمیÎ ÆA A
 A AÆ 100. پس عددهای 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 عضو مجموعهء 10 1000´ = مضرب دهم کوچک ترین عدد سه رقمی، عددی چهاررقمی است:

بوده و تنها عضوهای طبیعی آن هستند.
27 است. کوچک ترین عدد این 271 31 35 39 132+ + + =   بزرگ ترین عددی که از حاصل جمع چهار عدد مجموعه به دست می آید،

از این  15 است. عددهای مجموعهء A, دارای فاصلهء 4تایی هستند. حاصل مجموع چهار عدد  19 23 27 84+ + + = حاصل جمع چهارتایی نیز
مجموعه نیز همیشه دارای فاصلهء چهارتایی خواهند بود، مثلاً عدد بعد از 84 که از حاصل جمع به دست می آید، 88 است. باید به جای 27، 31 قرار 
 15 19 23 31 88+ + + = دهیم: 

 84 88 92 132
132 84

4
1

48

4
1 13, , , , Þ = - + = + =IÀïÍµ] ®ÅIe jHk÷U پس الگوی حاصل جمع ها به شکل روبه رو است: 

  حاصل جمع، تقسیم و جذر عددهای مربع کامل، ممکن است مربع کامل نباشند. مانند:281

 

3 2 9 4 13

3 2
3

2

5

2 2

2 2 2

2

+ = + = Þ

¸ = Þ

.

( ) .

SvÃº ®¶I¨ ÍMo¶

SvÃº Â÷ÃLö ®¶I¨ ÍMo¶

== Þ

ü

ý

ï
ïï

þ

ï
ï
ï

Þ

5 .SvÃº ®¶I¨ ÍMo¶

گزینه های )1( و )3( و )4( نادرست هستند.  

 a b a b2 2 2´ = ´ Þ( ) مربع کامل است. اما حاصل ضرب هر دو عدد مربع کامل، حتماً مربع کامل است و مجموعه نسبت به عمل ضرب بسته است. 
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  حاصل جمع، ضرب و تفریق هر دو عدد صحیح، همیشه عددی صحیح است، اما حاصل تقسیم آن ها ممکن است صحیح نباشد. مانند:291

 
a b a b= = Þ Î

= Ï
Þ

5 2

5

2
2 5

, ,

/





گزینهء )4( نادرست است.  

} : گزینهء )1(301 | } { , , , , } { , , ,, , , ,n n n2 0 1 2 3 2 2 2 2
1 0 1 1 1 2 1 3 1 1 2 5+ Î ¾ ®¾¾¾¾ + + + + == 

 110 17, , }    
} : گزینهء )2( ( ) | } { ( ), ( ) , ( ) , ( ) ,, , , ,n n n n+ Î ¾ ®¾¾¾¾ + + + +=

2 11 2 2 2 2 3 3 2 4 4 2
1 2 3 4� … …… …} { , , , , , }= 3 8 15 24 35  

)} : گزینهء )3( ) | n , } { | , , , , } { , , , ,- Î < < = = =n n n n2 2 2 2 2 2
9 15 10 11 12 13 14 10 11 12 13 114 100 121 144 169 196

2} { , , , , }=  
گزینهء )3( هم خوانی ندارد.

} : گزینهء )4( | , } { | , , , , , , }n
n

n n n
n

n
2 2

1

4 4

1

3 2 1 0 1 2 3

+
Î - < < =

+
= - - -  

 = -
- +

-
- +

-
- + + + + +

={
( )

,
( )

,
( )

, , , , } {3

3 1

2

2 1

1

1 1

0

0 1

1

1 1

2

2 1

3

3 1
2 2 2 2 2 2 2

-- - -3

10

2

5

1

2
0
1

2

2

5

3

10
, , , , , , }  

311A بزرگ ترین عضو = =8 64
2 A Ü سه عضو دارد.  =x 4 6 8, , ، پس xهای بین 2 تا 10 باید زوج باشند. x

2 Î   
} )الف321 , {}} { } {}Æ = Æ ¹     

} )ب | } { } {}x x x x2 2
0 0 0 0£ Þ = Þ = Þ ¹   

} )پ | , },x x
x

x x
x

Î > Î Þ ³ Þ £ Þ 

1 1 1 1 1 مجموعهء )پ( تهی است.  
  ابتدا شرط را بررسی کنیم:331

 a a a
a

aÎ < Þ = Þ
-

= =
- - -

= , , , { | , , } { , , } {4 1 2 3
1

81

1 2 3
1

81 1

1

81 2

1

81 3

1

3 3 3 3 880

1

73

1

54
, , }  

x2 عددی زوج و بزرگ تر از صفر باشد. 341 x2 عددی طبیعی است که

2 x2 هستند. در صورتی

2 Î   در مجموعهء x ,Bها عضو A و
همهء عضوهای مجموعهء A را به توان 2 می رسانیم:

 A = - - Þ - = - = = ={ , , , , , , } (( ) ),(( ) ) ,( ) ,( ) ,(1
2

5
0 1 2 3 2 1 1

2

5

4

5
0 0 1 1

2 2 2 2
22 2 3 3 2 4
2 2 2= = =) ,( ) ,( )  

 B ={ , }2 2 x قابل قبول است، پس:  = 2 که فقط 2 و
  اگر به همهء عضوهای مجموعهء A, یک واحد اضافه کنیم، همگی عضوها برابر، توانی از 2 خواهند بود.351

 { , , , , } { , , , , } { , , , , }0 1 3 7 1 2 4 8 2 2 2 2
1 0 1 2 3

  

+¾ ®¾ =  
 { , , , , }2 1 2 1 2 1 2 1

0 1 2 3- - - -  و در نتیجه مجموعهء A برابر است با: 
 A xx= - Î{ | }2 1  ، چون توان ها از صفر شروع شده اند:  x Î

a هستند.361
a +1   در همهء عضوهای مجموعهء داده شده، مخرج یک واحد بیشتر از صورت است و همهء کسرها به شکل

 Þ Î + ={ | , , }a
b
a b a b 1  

371 x x3 Î Þ = صفر و مضرب های صحیح عدد 3   ابتدا عددهای خروجی از شرط را به دست آوریم: 

 x x x2 2
20 0 1 4 9 16 4 3 2 1 0 1 2 3 4< Þ = Þ = - - - -, , , , , , , , , , , ,  

 Þ = -A { , , }3 0 3 3- هستند.  اما xهای مضرب 3 و عدد صفر برابر 3، 0 و
) می  نویسیم. یعنی عضوهای مجموعه، همگی مربع کامل هستند. 381 )x +1 2 ) است که آن را به صورت )x x2

2 1+ +   شکل عضو برابر
ها را پیدا کنیم. ( )x +1 حالا

 x x x x A x xÎ - £ < ¾ ®¾ £ + < Þ £ + £ Þ = + = =+� , {( ) | ( ) , ,1 100 0 1 101 0 1 100 1 1 0 1 2
1 2 ,, , , , }3 4 100…  

 Þ = =A { , , , , , , } { , , , , , , }0 1 2 3 4 100 0 1 4 9 16 10000
2 2 2 3 2 2
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391 x n n n nn n n= - ´ - + = - ´ - = - ´ -( ) ( ) ( ) (( ) ) ( ) ( )1 2 1 1 1 1 1
2 2 2 2 4 ، به جای n عددگذاری می کنیم:  n Î   

 Þ - ´ - - ´ - - ´ - - ´ - Þ{( ) ( ) ,( ) ( ) ,( ) ( ) ,( ) ( ) , } {1 1 1 1 2 1 1 3 1 1 4 1
1 4 2 4 3 4 4 4

 00 1 2 3 0 1 16 81
4 4, , , , } { , , , , }- = -   

401 - + Î Þ - - Î Þ - Î Þ Î( )x x x x1 1      xها را از بخش شرط پیدا می کنیم: 
 ( ) ( ) ( ) , , , , , , , , ,x x x x+ < Þ + < Þ + = Þ + = - + - + -2 25 2 5 2 0 1 4 9 16 2 0 1 1 2 2 3

2 2 2 2 ,, , ,+ - +3 4 4  
ها، 2 واحد کم کنیم: ( )x + 2 برای به دست آوردن B باید از همهء

 B = - - - + - - - + - - - + - - - + - = - - -{ , , , , , , , , } { , , ,0 2 1 2 1 2 2 2 2 2 3 2 3 2 4 2 4 2 2 3 1 -- - -4 0 5 1 6 2, , , , , }  
 = - - - - - -{ , , , , , , , , }6 5 4 3 2 1 0 1 2  

411A =

+ + + +

{ , , , , , }21 33 45 57 69

12 12 12 12

   هر دو عضو پشت سر هم مجموعهء A، 12 واحد اختلاف دارند.    

در نتیجه کوچک ترین عضو چهاررقمی مجموعهء A و بزرگ ترین عضو سه رقمی مجموعهء A نیز دو عضو پشت سر هم این مجموعه هستند و فاصلهء 
) هستند. )82 12 9 993´ + = ) و )83 12 9 1005´ + = آن ها از یکدیگر 12 تا است. این دو عدد به ترتیب

421 A x x= Î < - <{ | ( ) } 10 3 100
2    

 10 3 100 10 3 10
10 3 10 10 3 13

10 3 10

2< - < Þ < - < Þ
< - < Þ + < <

- < - < - Þ -
( ) | |x x

x x

x 77 10 3< < - +

ì
í
ï

îï x
از نامساوی بخش شرط جذر بگیریم: 

 3 1 3 13 7 13 7 8 9 10 11 12

6 1

/ , , , , ,
/

+ < < Þ £ < Þ =
���

x x x 10 و نامساوی ها را دوباره می نویسیم:  3 1 /
 - < < - + Þ - < £ - Þ = - - - - - -7 3 1 3 7 1 1 2 3 4 5 6x x x/ , , , , ,  

A و حاصل جمع عضوها برابر 36 است.  = - - - - - -{ , , , , , , , , , , , }6 5 4 3 2 1 7 8 9 10 11 12

431 
A x x P x

A
= Î <

= ´ =

ü
ý
ï

þï
Þ =

{ | , }

/
{ , , , , , ,

2000

2000 20 5 20 2 2 44

2 3 5 7 1113 1

�
77 19 43, , , }…   ابتدا عضوهای هر مجموعه را تعیین کنیم: 

 B x x x x x x B= Î - < - < = Î - < < Þ ={ | , } { | , } { , , } 2 1 15 1 16 1 2 3
2 2  

 A B n A B = Þ ={ , } ( )2 3 2  
441 B A x B x AÍ Î Þ Î: B، در نتیجه عضوهای B نمی توانند از 30 بزرگ تر باشند:  AÍ   چون

 
x n
x A

n n n n
= -
Î

ü
ý
þ

Þ - £ Þ £ Þ £ Þ £
4 1

4 1 30 4 31
31

4
7  

x به دست می آید، پس B دارای 7 عضو  n= -4 به جای n، 7 عدد می توان گذاشت که 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 هستند و 7 مقدار مختلف برای1
 B = ´ - ´ - ´ - ={ , , , } { , , , , }4 1 1 4 2 1 4 7 1 3 7 11 27  خواهد بود. 

451 k k k kÎ Þ Î Þ =� � …»  SwH ®¶I¨ ÍMo¶ 1 4 9 16 25, , , , ,    
 2 70 2 64 2 8

8k k k< Þ £ = Þ £ Þ k Þ نمی تواند از 8 بزرگ تر باشد =k 1 4,  
 A k k A= = Þ ={ | , } { , }2 1 4 2 8  

461 x = - - -9 6 3 0 3 6 9, , , , , , , - £ £10 10x 5x مضرب 3 است و x باید مضرب 3 باشد. در بین xهایی که , در نتیجه 5
3

x Î   چون
مضرب 3 هستند.

 Þ = Î = - - - Þ = ´ ´ ´A x x x A{ | , , , , , , , } { ( ) , ( ) , ( ) ,5

3

5

3
9 6 3 0 3 6 9

5 9

3

5 6

3

5 3

3


55 0

3
15 10 5

5 0

3´ ¾ ®¾¾¾ =
´ Ï

} { , , }


A
 Þ =n A( ) 3   

x باشد.471 Î x را طوری حل کنیم که x= 3   ابتدا معادلهء

 x x
x

x x
A n A= Þ

=

= Þ = + -

ì
í
ï

îï
Þ = - Þ = Þ3

2

0

1 1 1

1 0 1 3

,
{ , , } ( ) IÀï¾ø¼µ\¶oÄp jHHk÷U = = =2 2 8

3n A( )  
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481  
 - < £ Î Þ = - - Þ = - -
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0
n n n A, , , , , , , , {( ) , ( ) , ( ) ,, , , , , }1

2
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2

3
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5

2
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2

2
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 A ={ , , , , , , , }4

1

4

1

1

2

0
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2

4

4
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8

16
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32
= Þ ={ , , , , , , , } ( )16 2 0
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1
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7n A  

491 x x£ ¾ ®¾¾¾ £5 25
2 ·H¼U ¾M    

 2 3 0 2 3
3

2
x x x- > Þ > Þ > عضوها باید مثبت باشند، پس: 

 x x x x£ > Þ < £ Þ £ £25
3

2

3

2
25 2 25,  

 25 2 1 24- + = تعداد xهای قابل قبول برابر است با: 
x است، توان زوج بوده و اگر x منفی هم باشد، جواب نهایی مثبت است. در نتیجه x باید کوچک ترین مقدار 501 y2   با توجه به این که شکل عضو

 x y x y x y x y- = Î Þ = = Þ = =7 8 1 8 64
2 2 1, ( , ) , ( )

  ¸ÄoUï¦a¼¨  ¸ÄoUï¦a¼¨ x کوچک ترین مقدار باشد.  y2 ممکن باشد تا
511  A x x y x yy= Î + <{ | , , }

2 2
5   ابتدا عضوهای مجموعهء A را پیدا می کنیم: 

 x y x y

x y x

y x, ,

( , ) , ( ,

Î + < ¾ ®¾¾¾¾¾

= = = -



2 2
5

1 1 1

¸§µ¶ ÁIÀnHk£¶
 »  ÁHoM

yy
x y

x y x y
x y
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= - = = = -
= = = =
= = -

1

1 1 1 1
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0 1

)
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( , ) , ( , )
( , ) , (xx , y )
(x , y ) , ( , )
(x , y ) , ( , )

= - =
= = = =
= = - = - =

ì

í

ï
ï
ïï

î

ï 1 0

0 2 2 0

0 2 2 0

x y
x y

ïï
ï
ï

 

 Þ = - - -- - -A 1 1 0 1 1 0 1 0 1
1 1 1 1 1 0 1 0, ( ) ,( ) ,( ) ,( ) ,( ) , ( ) ,( )

½kzº þÄo÷U


,, ( ) ,( ) , ( ) ,( )0 2 0 2
2 0 2 0- -

ì
í
ï

îï

ü
ý
ï

þï½kzº þÄo÷U


 

 Þ = - -{ } = -{ }A 1 1 1 1 0 1 1 0 1 1 1 0 1, , , , , , , , , , ,  

 B x x n n A B x x n n= = Î{ } Þ = = - = -{ }| , | , , ,2 2 1 1 0 1 Þ = - - - -{ }= - -{ }Þ =B n B2 1 1 2 0 1 2 1 1 3 11 3( ) , ( ) , ( ) , , ( )  

521A n n n n= Î - < < Þ = - -{ | , } , , , ,2
6 6 5 4 4 5� …    

 Þ = - - - - - =A {( ) , ( ) , ( ) , ( ) , ( ) , , , , , , } { , ,5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 0 1 4
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 ,, , , } ( )9 16 25 6= =n A  

 B n n
n

B B= Î Î Þ = Þ ={ | , } { , , , , ,� �12
12 1 2 3 4 6 1jkø  Â÷ÃLö  ÁIÀï½kºnIµ{ 22 6} ( )Þ =n B  

 E n n n n n= Î £ Þ £ Þ - £ £ Þ{ | , }

2 2
25 25 5 5 E n E= - - - Þ ={ , , , , , , } ( )5 4 3 3 4 5 11  

 X n n n
n

= - Î < Þ ={ ( ) | , } , , , ,7
10 1

9
10 1 2 3 9� …  

 X = - - - - ={ ( ), ( ) , ( ) , , ( )} { , , , ,7
10 1

9
7
10 1

9
7
10 1

9
7
10 1

9
7 77 777 7

2 3 9

  777777777 9} ( )Þ =n X  

x باشد، عددهای فرد به دست نمی آیند 531 Î x یا Î   عددهای فرد در مجموعهء عددهای طبیعی یا صحیح تعریف می شوند؛ اگر
و گزینه های )1( و )2( نادرست هستند.

} : گزینهء )3( | , }2 1 1396 0x x x+ Î - £ £ Þ {} است. هیچ مقداری بر x از شرط بیرون نمی آید و این مجموعه  
} : گزینهء )4( | , } { , , , , }2 1 0 1396 2 0 1 2 1 1 2 2 1 2 3 1x x x- Î £ £ Þ ´ - ´ - ´ - ´ -� …  

 = - Þ{ , , , , , }1 1 3 5 7  همهء عضوها عددهای فرد هستند.  
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  ابتدا xهایی را که از بخش شرط خارج می شود، محاسبه کنیم.541
 - £ £ ¾ ®¾¾ £ £ ¾ ®¾¾¾ £ £Î
7 4 1 4 1 16

2x x xx 

 ·H¼U ¾M  

 12 12

2

x
x x

= Ï Þ x نباید شمارندهء 12 باشد. عضوهایی از A را می خواهیم که عدد صحیح نباشند، شکل عضو را ساده کنیم: 

x و تعداد xهای باقی مانده 10تا است، پس تعداد عضوهای غیرصحیح A نیز برابر 10 می شود. ¹1 2 3 4 6 12, , , , , پس
  ابتدا حالت های مختلف x و y را به دست می آوریم:551

 x y xy x y x y x y x y, , ( , ) ,( , ) ,( , ) ,( , )Î = - Þ = = - = - = = = - = - = 2 1 2 1 2 2 1 2 1  
 A = - - - - - - - - -- - - - - - - -{ ( ) ( ( )) , ( ) ( ) , ( ) ( (( ) ( ) ( )

3 1 2 2 3 1 2 2 3 2 2
2 1 2 1 1

11 3 2 2 1
2 1 2)) , ( ) ( ) }( )- - - -- - -  

  A = - - - - - -{ ( ), ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( )}3 2
1

2
3 2 2 3 2 2 1 3

1

2
2 1 = - + - - - = - Þ{ , , , } { , , , }3 1 3 4 6 2

3

2
2 2 7 4

7

2
گزینهء )1(  

561 xy x y x y x y x y= Þ = = = = = = = =6 1 6 6 1 2 3 3 2( , ) ,( , ) ,( , ) ,( , )    
 , ( , ) ,( , ) ,( , ) ,( , )x y x y x y x y= - = - = - = - = - = - = - = -1 6 6 1 2 3 3 2  

در ظاهر باید 8 محاسبه انجام دهیم اما به حاصل دو کسر زیر دقت کنید:

( , ) ( )
( )

( , )

x y x y
x y

x y x y
x y

= = Þ +
-

= +
-

= - = -

= - = - Þ +
-

1 6
3

3

3 1 6

3 1 6

9

3
3

1 6
3

3
== - + -

- - -
= - -

- +
= - = -3 1 6

3 1 6

3 6

3 6

9

3
3

( ) ( )
( ) ( )

  

3 تغییر نمی کند.
3
x y
x y

+
-

فقط کافی است، حاصل کسرها را برای x و yهای مثبت محاسبه کنیم. چون وقتی x و y هر دو قرینه می شوند، حاصل کسر

 Þ = - +
-

+
-

+
-

= -J { , ( )
( )

, ( )
( )

, ( )
( )

} { , , ,3
3 6 1

3 6 1

3 2 3

3 2 3

3 3 2

3 3 2
3
19

17
3
111

7
4} ( )Þ =n J  

571 x y x x x, , ( ) ( ) ( ) ( )Î - £ £ Þ - £ £ Þ = - - 4 2 2 2 1 2 1 0 1 IÄ  IÄ  IÄ    

 xy x y x y x y A= Þ = = = - = - = - = - Þ = + -
12 1 12 1 12 2 6 2 2

3 1 12 3( , ) ,( , ) ,( , ) { ,( ) ( 11 12 3 2 6
2

) ( ) ( ) ( ), }+ - - + -  
 = Þ = Þ = =- -{ , , } ( )2 2 2 3 2 8

15 15 12 3n A IÀï¾ø¼µ\¶oÄp jHk÷U  
، می توان گفت مقدارهای ممکن x و y عبارت اند از:581 x y, Î xy و = 8   با توجه به

 ( , ) ,( , ) ,( , ) ,( , )x y x y x y x y= = = = = = = =1 8 8 1 2 4 4 2  
 , ( , ) ,( , ) ,( , ) ,( , )x y x y x y x y= - = - = - = - = - = - = - = -1 8 8 1 2 4 4 2  

  Þ = - - - -- - - -A { , , , , ( ) ,( ) ,( ) ,( ) }( ) ( ) ( ) ( )
1 8 2 4 1 8 2 4
8 1 4 2 8 1 4 2 = - Þ ={ , , , , , ( ) , , } ( )1 8 16 16 1

1

8

1

16

1

16
5n A  

x به ازای دو عدد مختلف باید برابر 6 و 9 باشد.591 k2 + }، در نتیجه , }6 9 Í A   می دانیم

 
x a a k

x b b k
b k a k b a

= Þ + =

= Þ + =
¾ ®¾¾ + - + = - Þ - =-

2

2

2 2 2 2
6

9

9 6 3
( ) ( ) ( )  

، معادله حل می شود: a b, Î b را تجزیه می کنیم و چون a2 2- عبارت
 b a b a b a b a b a b a2 2

3 1 3 2 1- = - + = Þ - = + = Þ = =( ) ( ) , ,  
 a k k k2 2

6 1 6 5+ = Þ + = Þ = یعنی x باید 1 و 2 باشد تا عددهای 6 و 9 به دست بیاید. 
x است، فقط چهار معادلهء زیر را حل می کنیم و جوابی  Î ، عضو کدام مجموعه است. چون بخش شرط همهء مجموعه ها k = 5 حالا باید بفهمیم

x باشد. Î قابل قبول است که

5 : گزینهء )1( 1 5
4

5
x x+ = Þ = Ï 4 : گزینهء )2(  3 5

1

2
x x+ = Þ = Ï        

2: گزینهء )3( 6 5
1

2
x x+ = Þ = - Ï 3 : گزینهء )4(  4 5 3x x- = Þ = Î   
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601 Þ - = Þ = Þ = Ï15 7 1000 15 1007
1007

15
k k k    فرض کنیم کوچک ترین عضو مجموعهء A, 1000 باشد. 

 
1007

1005

2

15

67 1007 عضو نیست اما اگر باقی ماندهء تقسیم 1007 بر 15 را به دست بیاوریم، می توان عدد موردنظر را پیدا کرد. 
15

k : اگر k= Þ - = ´ - =67 15 7 15 67 7 998  
15. 1013 کوچک ترین عضو مجموعه است که رقم یکان آن 3 می باشد. 7 15 68 7 1013k - = ´ - = پس k باید 68 باشد، پس

611  

نکتةخوب: اگر حاصل جمع دو عدد ثابت باشد، حاصل ضرب آن ها وقتی بزرگ ترین مقدار خود را دارد که دو عدد مساوی 
یا در نزدیک ترین حالت نسبت به هم باشند.

 x y x E y O+ £ Î Î20, ,(Z»p jHkøH) (joÎ jHkøH)  
x مساوی 20 نمی شود، چون x زوج و y فرد است(. y+ x را مساوی 19 قرار می دهیم تا بزرگ ترین عدد ها را بتوانیم به دست بیاوریم )دقت کنید y+

 
x y

x y
x y x y

+ = ü
ý
þ

Þ = = Þ - - = - - =
19

10 9 1 1 10 1 9 1 9
k¹{IM ¦Äjqº ,

, ( ) ( ) ( ) ( ) ´́ =8 72  

621 F n
n

= ´ - Î
-

{ ( ) | }3
10 1

9

2 1

   ابتدا شکل عضو را ساده کنیم: 

 F n n
n

= - Î Þ =
-

{ | } , , , , ,10 1

3
1 2 3 4 5

2 1

� …  

 F = - - - -- - - -
{ , , , , }

( ) ( ) ( ) ( )
10 1

3

10 1

3

10 1

3

10 1

3

2 1 1 2 2 1 2 3 1 2 4 1

 = - - - -{ , , , , }10 1

3

10 1

3

10 1

3

10 1

3

3 5 7

  

 F ={ , , , , }9

3

999

3

99999

3

9999999

3
 ={ , , , , }3 333 33333 3333333   

631 3
9

3

3

3

3

3 3 3 3

1

2

1

2 2

1

4

1 4 1 4 4 1
x

y

x

y

x

y
x y x y x y

+ + +
+ + - - += = = ¸ = =

( )
  ابتدا شکل عضو را ساده می کنیم:  

x را به دست می آوریم: y- +4 از روی شرط، حاصل1

 4 2 2 4 4 1 2 1 4 1 1 3 3
1

3

4 1 1y x x y x y x y A x y- = Þ - = - Þ - + = - + Þ - + = - Þ = = =- + -{ } { } { }}  

- بی شمار عدد گویا وجود دارد، در نتیجه مجموعهء A بی شمار عضو دارد.641 < £4 3x . در بازهء x Î ، پس می توان گفت که - Îx
3    

، پس تا این جا x می تواند مقدارهای صفر, 1, 2, 3, 4 و 5 را داشته باشد اما شرط دیگر هم باید 651 x £ 5 x و IÎ   در بخش شرط
 ( ) , , , , , ,3 3 0 1 2 3 4 5

x x- Î = درست باشد. 

 3 3 2 3 3 0 3 3 6
0 1 2- = - Ï - = Ï - = Î Þ  , , ) است و تعداد عضوهای مجموعه 4تا است.  )3 3x - Î ,2 £ x به ازای

661 { , , , , } { , , , , }1

8

1

2
2 8 2 2 2 2

3 1 1 3
 = - -   مجموعهء داده شده را به شکل توان های 2 می نویسیم. 

x-2 هستند. 2x و . گزینه های )1( و )4( توان های زوج هم برای 2 می سازند، چون ( )-3 یعنی 2 به توان عدد فرد با شروع از

2 شروع شده و نادرست است. 1- از
} : گزینهء )2( | , } { , } { , }( )

2 2 2 2
2 1 2 1 1 1x x x+ - + -Î > - = =� … …  

} : گزینهء )3( | } { , , , , } { , ,( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2 2 2
2 5 2 1 5 2 2 5 2 3 5 2 4 5 3 1x x- - - - - - -Î = =� … 11 3

2, , }… ü  
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n است و این مجموعه عضو پایانی ندارد.671 n3 2> ، n Î   در گزینهء )4( به ازای هر
 n n n n n= Þ > = Þ = = Þ < = Þ = = Þ >1 2 1 2 2 2 3 2 3 4 2 4 5 2 5

1 2 2 2 3 2 4 2 5 2, , , , گزینهء )2(: 
 ,n = Þ > Þ6 2 6

6 2 این مجموعه عضو پایانی ندارد.  
 { | } { }n n nÎ > =

2
2 3 } دارای عضو پایانی است.  | }n n nÎ >

2 2 و از همین مثال متوجه می شویم، مجموعهء
2 است. 3n n> , همواره n n و برای10< = Þ = > =10 2 1024 10 1000

10 3 گزینهء )1( نیز دارای عضو پایانی نیست، چون

، پس b می تواند همهء 681 a b, Î a و b< <13 b است، می توان گفت: a و چون13> b< a پس
b

  به شرط مجموعه نگاه کنیم:1>
a را در  =1 a حفظ شود. اگر

b
عددهای 2, 3, 4, 5, ... , 11, 12 باشد. a نیز می تواند عددهای 1, 2, 3, 4, 5, ... , 10, 11 باشد، به شرطی که1>

نظر بگیریم، b می تواند عددهای 2, 3, 4, ... تا 12 را اختیار کند و کسرهای زیر ساخته می شود:

 1
2

1

3

1

4

1

5

1

6

1

7

1

8

1

9

1

10

1

11

1

12
, , , , , , , , , , , Þ 11 کسر  

a با مخرج ساده شده و کسر مساوی با کسرهای قبلی می سازد. = 2 b بوده و b نمی تواند مقدارهای زوج را بگیرد، چون ³ 3 a باشد، = 2 اگر

 2
3

2

4

2

5

2

6

2

7

2

8

2

9

2

10

2

11

2

12
, , , , , , , , , Þ 5 کسر  

 Þ Þ3

4

3

5

3

7

3

8

3

10

3

11
, , , , , 6 کسر b بوده و b نباید مضرب 3 باشد.  ³ 4 a باشد، = 3 اگر

 4
5

4

7

4

9

4

11
, , , Þ 4 کسر b و b مضرب 2 نباشد.  ³ 5 a باشد، = 4 اگر

 5
6

5

7

5

8

5

9

5

11

5

12
, , , , , Þ 6 کسر b و b مضرب 5 نباشد.  ³ 6 a باشد، = 5 اگر

 6
7

6

11
, Þ 2 کسر b و b مضرب 2 و 3 نباشد.  ³ 6 a باشد، = 6 اگر

 7
8

7

9

7

10

7

11

7

12
, , , , Þ 5 کسر b و b مضرب 7 نباشد.  ³ 8 a باشد, = 7 اگر

 8
9

8

11

9

10

9

11

10

11

11

12
, , , , , Þ 6 کسر و کسرهای دیگر به این شکل هستند. 

و در کل 45 کسر مختلف و 45 عضو خواهیم داشت.
Æ و گزینهء )3( نادرست است.691 Í Æ   تهی زیرمجموعهء، همهء مجموعه هاست؛ حتی خود تهی. پس:
701.{ ,{{ }}}b a LÍ }} و }}a LÏ   عضوهای زیرمجموعه ها، باید عضو مجموعهء اصلی هم باشند اما در گزینهء )4(،
711 M M M= Æ Þ Î Æ Î{{},{ }} {} ,{ }    

 
¾ø¼µ\¶oÄp ¸Ã²»H
IÀïÁ¼ñø ¦U
IÀïÁ¼ñø»j

:{}
:{{}},{{ }}
:{{},{ }}

Æ
Æ =

ü

M
ýý
ï

þ
ï

Þ Æ{{},{{}},{{ }}, }M  

721 A a a b= +{ ,{ , }}1 2 B و a a= + -{ , ,{ , }}3 2 1 0    

 { , } { , }
,

1 2 0
1 1

2 0 2 2
a b a

a a
a b b a

+ = - Þ
- = = -

+ = Þ = - = +
ì
í
î

A است، با توجه به شکل مجموعه ها، تساوی مقابل حتماً برقرار است:  BÍ

731 A x
x

A x
x

= Î Þ = Î{ | } { | }20

1

2

40
    ابتدا عضوهای A را بنویسیم: 

 A = = - - - - - - - -40 40 20 10 8 5 4 2 1 1 jkø  cÃdÅ  ÁIÀï½kºnIµ{ { , , , , , , , , ,22 4 5 8 10 20 40 16, , , , , , } ( )Þ =n A  
= یک عضوی برابر است. -( )16 15 تعداد زیرمجموعه های 15عضوی یک مجموعهء 16عضوی با تعداد زیرمجموعه ها

16= تعداد زیرمجموعه های یک عضوی برای مجموعهء 16عضوی  
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8000 است. مجموعهء اعداد اول، بی شمار عضو دارد 741   مجموعهء A عضوهایی را در خود دارد که عضو P بوده و مقدار آن ها کم تر از
A است. PÍ و پایان ندارد؛ پس حتماً

2 زیرمجموعه دارد. به مجموعهء 751 22 2n n
= ( ) 2n عضو و 2n زیرمجموعه دارد و مجموعهء زیرمجموعه های آن   یک مجموعهء n عضوی،

زیرمجموعه ها، مجموعهء توانی می گویند.
761 n B n C( ) ( )£ B، آن گاه حتماً CÍ A. اما وقتی می گوییم BÍ A؛ ممکن است BÍ ، نمی توان قطعی گفت که n A n B( ) ( )<   از

Ü گزینهء )3( می تواند درست نباشد. خواهد بود
 
A B
B C

A C
Í
Í

ü
ý
þ

Þ Í Þ گزینهء )2( می تواند درست نباشد.  

 
B C n B n C

n A n B
n A n C

Í Þ £
<

ü
ý
þ

Þ < Þ
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) گزینهء )4( حتماً درست است.  

, صفر و 3 را می تواند داشته 771 C, آن گاه مجموعهء B حتماً عضوهای 1 و 2 را دارد اما عضوهای1- = -{ , , , , }1 0 1 2 3 A و ={ , }1 2   
باشد یا نداشته باشد. پس گزینهء )3( و )1( ممکن است نادرست باشد.

n و ممکن است تعداد عضوهای C و D برابر باشد. پس گزینهء )2( نادرست است. C n D( ) ( )£ C, یعنی DÍ

} است. , }0 1- Ì D 0 و حتماً 1 0 1Î - Î Þ Î - ÎC C D D, , C, یعنی: DÍ

7812 2 1
0 0n n=¾ ®¾¾ =   A = Æ Ü   مجموعه ای که تنها یک زیرمجموعه دارد، مجموعهء تهی است

و تهی، زیرمجموعهء همهء مجموعه ها است. 
 A a b a b { , } { , }= Æ = Æ گزینهء )4( نادرست است، چون: 

8 زیرمجموعه دارد، پس مقدار عضوهای آن باید برابر 3 شود. یعنی x و y می توانند مقدارهای 2 یا 791 2
3= ،{ , , , , }2 3 4 x y   مجموعهء

 x y x y= = Þ + =2 4 ) باید کوچک ترین مقدار شود. پس:  )x y+ 3 یا 4 را داشته باشند.
n شود. 801 A( ) = 3 A، هفت زیرمجموعهء محض و در نتیجه 8 زیرمجموعه دارد و باید x y z= - - - +{ , , , , , }1 2 8 2 1   مجموعهء

) کم ترین مقدار ممکن شود: )x y z+ + ) را داشته باشند، برای آن که , , )- - -8 2 1 ، z( می توانند مقدارهای y +1 ,2x (
 z y x z y x= - + = - = - Þ = - = - = - Þ8 1 8 2 8 8 9 4, , , , x y z+ + = - + - + - = -4 9 8 21( ) ( )  

811 A x x x= - - ³ - Î{ | , }3 1 16    ابتدا مجموعهء A را با عضوهایش می نویسیم: 
 - - ³ - Þ + £ Þ £ Þ £3 1 16 3 1 16 3 15 5x x x x  x x A n A£ Î Þ = Þ =5 0 1 2 3 4 5 6, { , , , , , } ( )
برای نوشتن زیرمجموعه های شامل 4 و بدون صفر، هر دو عضو را کنار گذاشته و مقدار زیرمجموعه های ممکن را با عضوهای باقی مانده به دست 
Þ 4 عضو باقی می  ماند =2 16

4 می آوریم: 
}، مجموعهء A می تواند همهء زیرمجموعه های ممکن که چهار عضو 2, 4, 821 , , , } { , , , , , }2 4 6 8 1 2 3 4 10Í ÍA    با توجه به رابطهء

} را  , , , , , }1 2 3 4 10 6 و 8 را دارند، باشد، پس این چهار عضو را کنار گذاشته و تعداد زیرمجموعه های حاصل از 6 عضو باقی مانده از مجموعهء
 2 64

6 = محاسبه می کنیم: 
  در مجموعه ای مانند A, زیرمجموعه هایی که زیرمجموعهء B نیز هستند،  از عضوهای مشترک A و B ساخته می شوند. پس در 831

} باید از کل  , , , , , }3 4 5 6 7 8 } و , , , }1 2 3 4 } با هر یک از مجموعه های , , , , , , }1 2 3 4 5 6 7 این جا زیرمجموعه های حاصل از اشتراک مجموعهء
 { , , , , , , } { , , , } { , , , }1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 1 2 3 4 2 16

4
 = Þ = زیرمجموعه های خودش کم شود. 

 { , , , , , , } { , , , , , } { , , , , }1 2 3 4 5 6 7 3 4 5 6 7 8 3 4 5 6 7 2 32
5

 = Þ =  
 { , }3 4 } هم دارای عضو مشترک هستند که , , , , , }3 4 5 6 7 8 } و , , , }1 2 3 4 اما دقت کنید که برخی زیرمجموعه ها دو بار شمرده شده اند، چون
 Þ - - + =2 2 2 2 84

7 4 5 2 22 به جواب نهایی اضافه شود.  می باشد و لازم است 
  زیرمجموعه های 3عضوی را می خواهیم که عدد 10 حتماً عضو آن ها باشد. پس دو عضو دیگر )غیر از 10( باید انتخاب کرد. البته 841

در بین این دو عضو عددهای 2 و 3 نباید انتخاب شوند و باید از بین 12 عدد باقی مانده، زیرمجموعه های 2عضوی را انتخاب کرد و 10 را به آن 

= تعداد زیرمجموعه های 2عضوی یک مجموعهء 12عضوی ´ - = ´ =12 12 1

2

12 11

2
66

( ) زیرمجموعه ها اضافه کرد. 
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  وقتی کوچک ترین عضو مجموعه 3 باشد، یعنی عدد 2 در زیرمجموعه های موردنظر جایی ندارد و عضوهای 4, 5, 6, 7 باقی می مانند 851
که باید 3 تا از آن ها، برای ساختن زیرمجموعهء 4عضوی با عدد 3 انتخاب شوند.

= تعداد زیرمجموعه های سه عضوی از مجموعهء 4عضوی = تعداد زیرمجموعه های یک عضوی از مجموعهء 4عضوی 4  
  ابتدا کل زیرمجموعه ها را به دست آورده و سپس زیرمجموعه هایی که اصلاً عدد اول ندارند را از کل زیرمجموعه ها، کم می کنیم:861

= تعداد زیرمجموعه دارای حداقل یک عدد اول - )تعداد کل زیرمجموعه ها( )تعداد زیرمجموعه هایی که حداقل یک عضو اول دارند(  
 = - = - =2 2 256 16 240

8 4  
871 A = Þ{ , , , , , }1 2 3 4 5 6 A عددهای اول مجموعهء ={ , , }2 3 5    

) است. عدد 1 را به خاطر این که یکی از زیرمجموعه ها تهی است، کم کردیم. )2 1 7
3 - = تعداد زیرمجموعه هایی که عدد اول دارند

881 A = Þ{ , , , , }1 2 3 4 5 A عددهای اول مجموعهء ={ , , }2 3 5    
 ( , )4 1 ) و عضوهای دیگر می توانند , )3 5 ) یا , )2 5 ) یا , )2 3 برای ساختن زیرمجموعه ها، ابتدا باید 2 عضو اول برداریم که سه حالت ایجاد می شود:
 Þ ´ =S²Ie S²Ie S²Ie3 2 12

2 22 دارد.  باشند که
= تعداد زیرمجموعه های دوعضوی مجموعهء nعضوی891 - = Þ - = Þ =n n n n n( ) ( )1

2
45 1 90 10    

= تعداد زیرمجموعهء 9عضوی مجموعهء 10عضوی 10= تعداد زیرمجموعهء 1عضوی مجموعهء 10عضوی  
901 n n n n n n n

0 1 2 3 4 5 6

6
2 64+ + + + + + = = =IÀï¾ø¼µ\¶oÄp  ®¨ jHk÷U   A, 6 عضو دارد. با توجه به سؤال: 

 
n
n
0

1

1= =
=

Â¿U IÄ ¼ñø  ·»kM  â¾ø¼µ\¶ jHk÷U
¼ñø  ¦Ä  ÁHnHj  ¾ø¼µµ\¶oÄp jHk÷U =

Þ + = Þ + + + + = - =
6

7 64 7 57
0 1 2 3 4 5 6

n n n n n n n  

911 4 15 11+ + = Þ + =a b a b  . a b¹ 4 و 15+ + =a b } هستیم که , , }4 a b   به دنبال زیرمجموعه هایی مانند

 
a
b

2 3 4 5

9 8 7 6
} هستیم، که حاصل جمع آن ها 11 شود.  , , , , }1 2 3 9 به دنبال جفت هایی از مجموعهء

 ( , )a b= =2 9 ) یا , )a b= =3 8 ) یا , )a b= =4 7 ) یا , )a b= =5 6  
} است؛ پس فقط  , }4 7 } ساخته می شود که در اصل دوعضوی و مساوی , , }4 4 7 ) قابل قبول نیست، چون زیرمجموعهء , )a b= =4 7 که حالت

} ساخته می شود. , , }4 5 6 } و , , }4 3 8 ،{ , , }4 2 9 3 زیرمجموعهء
921 Á¼ñø  â¾ø¼µ\¶  ¦Ä  ÁIÀï¾ø¼µ\¶oÄp jHk÷U( )2 1 2 32 2 2

2 1 5n n- = = = Þ- nn - =1 5    
 Þ = Þ = Þ2 6 3n n اما این مجموعه 5 عضو دارد   

931 2
2

2 2 2 16

3

1

3 1 3 1 4
n

n
n n

+

-
+ - - += = = =( ) ( )    

941A تعداد عضوهای = Þ =n A n â¾ø¼µ\¶oÄp jHk÷U 2              B تعداد عضوهای = Þ =5 2
5B â¾ø¼µ\¶oÄp jHk÷U    

 2 2 96 2 96 2 96 32 128 2 7
5 5 7n n n- = Þ = + = + = = Þ =  

951A تعداد عضوهای = k    
 2 2 192 2 2 192 2 2 1 192 2 3 192 2 64 2 6

2 2 2 6k k k k k k k k+ += + Þ - = Þ - = Þ ´ = Þ = = Þ =( )  
= تعداد زیرمجموعهء محض یک مجموعهء nعضوی961 -2 1

n    
 Þ - = - Þ - = - + Þ - = - Þ ´ - = -+ + + + + +

2 1 2 97 2 2 97 1 2 1 2 96 2 3
3 5 3 5 3 2 3k k k k k k( ) ( ) 996  

 Þ = = Þ + = Þ =+
2 32 2 3 5 2

3 5k k k  
 16 2 2 2

4 2 2 2= = = =+ +k عضوی ( )k + 2 تعداد زیرمجموعهء مجموعهء  
n را برابر x بگیریم و معادله را بنویسیم:971 B( )   

 2 2 224 2 2 224 2 2 1 224 2 7 224 2
2243 3 3 3 3 3x x x x x x x- - - - -= - Þ - = Þ - = Þ ´ = Þ =( )
77

32 2
5= =  

 Þ - = Þ =x x3 5 8  
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981 10 2 2 64 2 10 2 64 2 2 64 2 32 2 5
3 3 5´ - = Þ - = Þ ´ = Þ = = Þ =+k k k k k k( )   معادلهء مسئله را می نویسیم: 

یک مجموعهء 5عضوی، چهار زیرمجموعهء 4عضوی دارد.
991 A ={ , , , , , , , , }10 11 12 13 14 97 98 99    

 B k k A A= Î Í{ | }5 با توجه به مسئله: 
19ÎA. پس عضوهای B به شکل  95 و هم چنین 5 19= ´ بزرگ ترین عضوی که در B می توان قرار داد، عدد 95 است. چون 95 عضو A بوده و
 { , , , , , }5 19 5 18 5 17 5 16 5 10´ ´ ´ ´ ´ روبه رو هستند: 

19 است. 10 1 10- + = که تعداد عضوهایش
M، زیرمجموعه های{}، یک عضوی و دوعضوی، دارای 3 عدد متوالی نیستند.1001 ={ , , , , }1 2 3 4 5   در مجموعهء

 n M( ) = Þ5 = تعداد یک عضوی و1= تعداد تهی 5 = تعداد دوعضوی و ´ =5 4

2
10  

} سه عدد متوالی ندارند، که 7تا هستند. , , }2 4 5 } و , , }1 4 5 ,{ , , }1 3 4 ,{ , , }1 3 5 ,{ , , }2 3 5 ,{ , , }1 2 5 ,{ , , }1 2 4 در زیرمجموعه های 3عضوی،
}، سه عدد متوالی ندارد. , , , }1 2 4 5 در زیرمجموعه های چهارعضوی نیز، فقط

= تعداد زیرمجموعه های بدون سه عدد متوالی + + + + =1 5 10 7 1 24  
1011 { , , },{ , , },{ , , },{ , , },{ , , },{ , , },{ , , }1 2 3 1 4 5 1 6 7 2 4 6 2 5 7 3 4 7 3 5 6   می توانیم این مجموعه ها را بنویسیم: 
  عدد 45 را تجزیه کرده و شمارنده های آن را از کوچک به بزرگ می نویسیم:1021

 45 3 5 45 1 3 5 9 15 45
2= ´ Þ = ÁIÀï½kºnIµ{ { , , , , , }  

 { , } , { , } , { , }1 45 3 15 5 9 چون در مجموعه، مجاز به نوشتن عضو تکراری نیستیم، فقط این زیرمجموعه ها وجود دارد: 
  شرط اول می گوید، حداقل یکی از اعداد 1، 2 و 3 عضو A باشند، بودن یا نبودن هر کدام از این اعداد 2 حالت دارد.1031

= تعداد حالت  های بودن یا نبودن سه عدد 1، 2 و 3 ´ ´ = =2 2 2 2 8
3  

= تعداد حالت های شرط اول - =8 1 7 اما در یکی از این حالت ها هیچ کدام از این عددها در مجموعهء A قرار نخواهند گرفت و در نتیجه: 
شرط دوم بیان می کند که از بین 4 و 5، یا هر دو عضو A باشد یا اصلاً هیچ کدام نباشند پس شرط دوم، فقط 2 حالت دارد.

در شرط سوم، یکی از عددهای 6 یا 7 یا 8 وجود دارند؛ یعنی با 3 حالت روبه رو خواهیم بود.
4 روبه رو هستیم. 2 2= ´ شرط ها در مورد اعداد 9 و 10 صحبت نمی کنند، بودن یا نبودن آن ها مهم نیست؛ در نتیجه هر کدام 2 حالت دارند و با

برای ساختن زیرمجموعهء A سه شرط اول باید رعایت شده و وضعیت دو عدد 9 و 10 معلوم شود و از اصل ضرب استفاده می کنیم:

 7 2 3 4
7 2 3 4 168

10 9Ï»H  óo{ ³»j  óo{ ³¼w  óo{ »  SÃ÷ò»´ ´ ´ = ´ ´ ´ =  

  همهء مضرب های 6، زوج خواهند بود اما مضرب های 3 و 9، می توانند فرد هم باشند. پس مضرب های 3 و مضرب های 9 نمی توانند، 1041
زیرمجموعهء مضرب های 6 باشند.

Í )مضرب های 12(. عدد 12 مضرب 6 است، در نتیجه همهء مضرب های 12، حتماً مضرب 6 هستند و )مضرب های 6(
1051  

2 زیرمجموعه وجود دارد. 1n- نکتةخوب: در یک مجموعهء nعضوی, هر عضو در

}, در 32 زیرمجموعهء آن حضور دارد. )این طور فکر کنید: چند زیرمجموعه داریم که  , , , , , }a b c d e f هر عضو یک مجموعهء شش عضوی، مانند
حتماً a عضو آن باشد؟(

وقتی مجموع هر زیرمجموعه را می نویسیم و با هم جمع می کنیم، مانند این است که همهء اعضا را به تعداد تکرارشده شان با هم جمع کنیم:
= حاصل جمع مجموع همهء عددهای زیرمجموعه ها + + + + + = + + + + + = ´ =32 32 32 32 32 32 32 32 40 1280a b c d e f a b c d e f( )

45

45
45
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  به شرطی می توان تعدادی عدد را به دو دسته با مجموع برابر تقسیم کرد که مجموع عددهای آن تعداد اعداد، زوج باشد. در گزینه های  )3( 1061

} : گزینهء )3( , , , , , } ( )
1 2 3 4 21

21 21 1

2

21 22

2
21 11 231 Þ = ´ + = ´ = ´ =jHkøH Ì¼µ\¶ و )4( مجموع عددهای داده شده، زوج نیست. 

) داریم که حاصل جمع این 10  , , , , )1 3 5 7 9
2 2 2 2 2 ) و پنج عدد فرد , , , , )2 4 6 8 10

2 2 2 2 2 } نیز پنج عدد زوج , , , , }1 2 3 10
2 2 2 2

 در مجموعهء
}، حاصل جمع همهء عضوها برابر است با: , , , , }2 2 2 2

1 2 3 10
 عدد، فرد خواهد بود. در مجموعهء گزینهء )2(

 

2 باید بسازیم: 2

2

11- پس دو دسته با مجموع
 2 2

2
2 1

11
10- = - Þ ) عددی فرد است، نمی  توانیم آن را با مجموع عضوهای زوج بسازیم.  )2 1

10 - چون
اما در مجموعهء گزینهء )1( چون عددها متوالی هستند، به راحتی این کار تقسیم به دسته با مجموع مساوی انجام می شود، چون عددها به 10 دسته 
 { , , , , , , }1 2 3 4 5 20 با مجموع های برابر 21 تقسیم می شوند. 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 20 2 19 3 18 4 17 5 16 10 11+ = + = + = + = + = = +  

برای دو دسته کردن آن ها، کافی است 5تا از این دسته ها را در یک مجموعه و 5تای دیگر را در مجموعهء بعدی قرار دهیم.
A پنج عدد فرد1071 ={ , , , , }1 2 3 10   برای آن که مجموع دو عدد زوج باشد، باید یا هر دو فرد یا هر دو زوج باشند. در مجموعهء

) داریم، یا 2تا از مجموعهء اعداد فرد یا 2تا از مجموع اعداد زوج انتخاب می کنیم: , , , , )2 4 6 8 10 ) و پنج عدد زوج , , , , )1 3 5 7 9

 Þ + = ´ + ´joÎ  jkø pH IU  JIhTºH Z»p jkø  pH  IU  JIhTºH  5 2 5 2
5 4

2

5 44

2
10 10 20= + =  

  در حل سؤال دقت می کنیم که 5 و 7 نباید عضو زیرمجموعه ها باشند و هم چنین همهء عددهای 2، 4، 6 و 8 نمی توانند در یک 1081
زیرمجموعه باشند و عدد 4 نباید با هر کدام از عددهای 2، 6 و 8 به تنهایی در یک زیرمجموعه باشد. حالا این زیرمجموعه ها عبارت هستند از:

 { },{ },{ , },{ , , },{ , , , },{ , , , },{ , , , , },{ ,1 4 1 4 1 2 8 1 2 4 8 1 2 3 6 1 2 3 4 6 1 3 ,, , }6 8  
 ,{ , , , , },{ , },{ , , },{ , , },{ , , , },{ , , },{ , ,1 3 4 6 8 2 8 2 4 8 2 3 6 2 3 4 6 3 6 8 3 4 66 8, }  

) عدد زوج بعد از آن خواهد بود. 1091 )x + 2 ) عدد فرد بعد از آن است و اگر x زوج باشد، )x + 2 }، اگر x فرد باشد، , }x x + 2   در مجموعهء

 { , , , , , , , , , }1 3 5 7 9 11 95 97 99
99 1

2
1 50 Þ = - + =IñøH jHk÷U مجموعهء A را به دو تکه، اعداد فرد متوالی و زوج متوالی تقسیم می کنیم: 

 { , , , , , , , , , }2 4 6 8 10 12 94 96 98
98 2

2
1 49 Þ = - + =IñøH jHk÷U  

,..., ( , )6 8 , ( , )4 6 , ( , )2 4 ) داریم. در مجموعهء اعداد زوج، 48 جفت مانند , )97 99 ,..., ( , )5 7 , ( , )3 5 , ( , )1 3 در مجموعهء اعداد فرد 49 جفت، مانند
} خواهیم داشت. , }x x + 2 97 جفت، یا زیرمجموعهء 2عضوی به شکل 48 49= + ) داریم و در کل , )96 98

  عدد 1 نمی تواند عضو S باشد، چون همهء عددها مضرب 1 هستند. اگر 2 را به عنوان کوچک ترین عضو در نظر بگیریم، بقیهء 5 عدد 1101
} می رسیم که درست نیست. چون 9 مضرب 3 است، اگر عدد 3 را به عنوان کوچک ترین عضو در  , , , , , }2 3 5 7 9 11 باید فرد باشند که به مجموعهء
) را  , )4 8 ) یا , )5 10 ) باشند و در نهایت مجبور هستیم دو عضو , , , , , )4 5 6 8 10 11 نظر بگیریم، عضوهای دیگر می توانند 5 عضو از بین عددهای

انتخاب کنیم که دوباره درست نخواهد بود.
} که درست است و هیچ عضوی مضرب عضو دیگر نیست. , , , , , }4 5 6 7 9 11 حالا کوچک ترین عضو را 4 در نظر بگیریم و مجموعهء S برابر است با

  در بین عددهای 1 تا 30، 6 عدد مضرب 5 هستند، پس حداکثر یکی از این 6 عدد )یعنی 5، 10، 15، 20، 25 و 30( می توانند عضو S باشند.1111
در بین عددهای 1 تا 30، شش عدد داریم که باقی ماندهء تقسیم آن ها بر عدد 5 برابر 1 است، یعنی عددهای 1, 6, 11, 16, 21, 26. شش عدد هم 
داریم که باقی ماندهء تقسیم آن ها بر عدد 5 برابر 4 است، یعنی عددهای 4، 9، 14، 19، 24، 29. از این دو دسته فقط یکی را می توانیم انتخاب کنیم، 
1. در بین عددهای 1 تا 30، شش عدد داریم که باقی ماندهء  4 5+ = 29 یا 16 45+ = چون مجموع هر کدام از آن ها با هم، مضرب 5 است. مثلاً
 ( , , , , , )28 23 18 13 8 3 ) و , , , , , )27 22 17 12 7 2 باقی ماندهء 3 داریم که با  برابر 2 است و به همین ترتیب، شش عدد  تقسیم آن ها بر عدد 5 

13 عدد انتخاب کرد. 6 6 1= + + هستند. از این دو دسته نیز فقط یکی را می توان انتخاب کرد، پس در کل می توان

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 2 3 10 1

2

2

2

3

2

10 11

2

3

4

+ + + + = + + + + + - = -� �
� �� ��
� ��� ���

�
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   برای ساختن زیرمجموعه هایی که مجموع عضوها مضرب 3 باشند, آن ها را به سه مجموعه تقسیم می کنیم.1121
= عضوهایی که در تقسیم بر 3 باقی ماندهء 2 دارند. C = عضوهایی که در تقسیم بر 3 باقی ماندهء 1 دارند. B = عضوهای مضرب 3, A

 A B C= = ={ , , }, { , , }, { , , }3 6 9 1 4 7 2 5 8  
سه تا از زیرمجموعه های با مجموع عضوهای مضرب 3، همین مجموعه های A و B و C هستند.

مجموعه های دیگر را باید این طور ساخت: یک عضو از A, یک عضو از B و یک عضو از C که همیشه حاصل جمع این سه انتخاب مضرب 3 است.
 S²Ie S²Ie

 pH JIhTºH pH JIhTºH  pH JIhTºH
S²Ie3 3 3 3 3 3 27

A B C
Þ ´ ´ =  27 3 30+ =     

A، شش جفت عدد داریم که حاصل جمع آن ها برابر 13 است.1131 ={ , , , , , , , }1 2 3 4 5 11 12   در مجموعهء
 ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , ) , ( , )1 12 2 11 3 10 4 9 5 8 6 7  
210 زیرمجموعه با  اگر بزرگ ترین عضو زیرمجموعه 12 و کوچک ترین آن 1 باشد، 10 عضو دیگر می توانند در زیرمجموعه باشند یا نباشند. پس

بزرگ ترین عضو برابر 12 و کوچک ترین عضو برابر 1 وجود دارد.
 28 حالت این  در  و  نباشند  یا  باشند  زیرمجموعه  عضو  می توانند  دیگر  عضو   8 باشد،   2 آن  کوچک ترین  و   11 زیرمجموعه  عضو  بزرگ ترین  اگر 

زیرمجموعه داریم. طبق همین روند، تعداد کل زیرمجموعه ها برابر است با:
 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )1 12

2

2 11

2

3 10

2

4 9

2

5 8

2

6 7

2
10 8 6 4 2 0

¯ ¯ ¯ ¯ ¯
+

¯
+ + + + = + + + + + =1024 256 64 16 4 1 1365

 
  

، برابر 4 است.1141 ( , ) ,( , ) ,( , ) ,( , )1 5 2 6 3 7 4 8 } اختلاف جفت عددهای  , , , , , }1 2 3 4 8   در مجموعهء
اگر در جفت عددها، یکی بزرگ ترین عضو زیرمجموعه و دیگری کوچک ترین عضو آن باشد، هر کدام از 3 عضو دیگر بین آن ها، می تواند در زیرمجموعه 
باشد یا نباشد. مثلاً وقتی 5 بزرگ ترین عضو و یک کوچک ترین عضو باشد، عددهای 2، 3، 4 هر کدام 2 حالت دارد که در زیرمجموعه باشند یا نباشند.
 ( , )1 5 2

3Þ زیرمجموعه  
32 می شود. 4 2

3= ´ 23 زیرمجموعه می سازند و تعداد کل آن ها، برابر هر کدام از دسته های دیگر نیز
 است، پرانتز را برمی داریم:1151   چون همهء علامت ها

 ( ) ( ) ( ) ( )A B A B A B A B A A B B
A

∩ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩��� �� ∩ ∩��� �¢ = ¢ ¾ ®¾¾¾ ¢
Æ

ÂÄI]ï¾MI]
�� ∩= Æ = ÆA  

  از قوانین دمورگان استفاده می کنیم:1161
 ¢ ¢ = ¢ Þ ¢ ¢ = ¢B C B C A B C A B C A B C A B C∪ ∩ ∪ ∪ ∩ ∪ ∩ ∪ ∩ ∩ ∪ ∩( ) ( ) [ ( )] ( ( ) ) [ ( )]  
 u§øoM

ÁoÄmQïÍÄp¼U¾ ®¾¾¾ ¢ =
Æ

A B C B C A∪ ∩ ∩ ∩� ���� ����(( ) ( ))  

1171A B A B A A B A A 
¢ = - = - = - Æ =( )  A B = Æ Ü   A و B جدا از هم هستند. 

 A B A
¢ = =½k{ï ªºn nIM »j  ¾¨ ÁHï¾ø¼µ\¶ از نمودار ون هم می توانستیم کمک بگیریم: 

1181 
A B A A B A A A B

A B
A B BM

∪ ∩ ∪ ∩ ∪��� �� ∪
∪

( ) ( ) ( )¢ = ¢ =

Í

ü
ý
ï

þï
Þ =    

1191   :A B = Æ A باشد، یعنی A و B دو مجموعهء جدا از هم هستند و B A- =   اگر
 Þ - =B A B  

A : گزینهء )1( B B A A B A BÍ Í Þ ¹ ¹,   
A : گزینهء )2( B B = Æ ¹  
A : گزینهء )4( B B A A B A∩ ∪= Æ Þ Í ¢ Þ ¢ = ¢  
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1201 A B A A B A B = Þ Í Þ - = Æ   با استفاده از شرط های داده شده، حاصل عبارت ها را به دست می آوریم. 
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  حاصل عبارت ها را به دست می آوریم:1221
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  با استفاده از جبر مجموعه ها مسئله را حل می کنیم:1251
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است 1291 ممکن  چون  A؛  CÍ و  A BÍ که بگوییم  حتماً  نمی توانیم   ،A B CÍ ( ) وقتی   
حالتی که در شکل می بینید به وجود آمده باشد.

A می شود، یعنی همهء عضوهای A در ناحیهء مشترک B و C حضور دارند و هر  B CÍ ( ) اما وقتی هم زمان
A لازم است. CÍ A و BÍ عضو A هم در B است و هم در C و در نتیجه هر دو شرط

Þ ¾ ®¾ Í.SwH  Swnj  ¾±Fv¶  óo{ I¶H B C گزینهء )2( می تواند نادرست باشد، به نمودار دقت کنید: 

A )الف1301 BÍ Þ  Þ ¢ Í ¢B A ü    

A )ب BÍ Þ  Þ ¢ =A B M ü  

A )پ B A B A BÍ Þ ¢ = - = Æ ü  
و1311  ( ) ( )A C B D = دو شرط به  توجه  با  را   D و   C و   B و   A مجموعه های  بگیریم،  نظر  در  را   { , , , , , }1 2 3 4 5 6 مجموعهء   

 A ={ , , }1 2 3 C و ={ , , }4 5 6 B و ={ , , }1 3 5 D و ={ , , }2 4 6 ) و با استفاده از اعضای آن تعیین کنیم:  ) ( )A C B D =

 A C B D = ={ , , , , , }1 2 3 4 5 6 A و C B D = = Æ  
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A )پ BÍ D و BÍ û A )ت  B¹ C و D¹ û             
هر چهار عبارت نادرست است و جواب گزینهء )4( است.

A است.1321 BÍ A خواهد بود و در نتیجه B- = Æ ) می شود، )A B B- Í از B ندارد، پس وقتی ) هیچ عضوی  )A B-   
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1331 A B C A C BÍ Í Þ Í, A می شود.  BÍ A باشد، B A =   اگر
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) در1351 )A C   گزینهء )1( و )3( درست است، چون هر عضوی که در A هست در B نیز هست. پس همهء عضوهای موجود در
) نیز هستند. )B C ) در )A C ) نیز هست و هم چنین عضوهای )B C

 A B A B A B B CÍ Þ - = Æ Þ - Í -( ) ( ) گزینهء )2( درست است. 
گزینهء )4( نادرست است، به نمودار دقت کنید.   
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D وجود دارند.1361 B A ( ) ) در )A B   الف( درست است، چون همهء عضوهای
 ( ) ( ) ( )¢ ¢ = ¢ ÍA B A B A B∩ ∪ ∪ ب( نادرست است. 
)) هیچ عضوی از B نداریم. بنابراین ) )A B C-  )) است. هم چنین در مجموعهء ) )A B C-  پ( نادرست است، مجموعهء C زیرمجموعهء

)) است. ) )A B C-  C حتماً زیرمجموعهء B C B- = ¢
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1371 x A B x A B x A BÎ ¢ ¢ Þ Î ¢ Þ Î -( ) ( ) ( )∪ ∩ x است، عبارت را ساده کنیم:  A BÎ ¢ ¢( )   می دانیم
یعنی x عضو A هست اما عضو B نیست، در نتیجه x بر 3 بخش پذیر است اما بر 5 بخش پذیر نیست.

A است، مجموعهء A حتماً 1، 2 و 5 را در خود دارد. اما ممکن 1381 B ={ , , , , }1 2 3 4 5   مجموعهء B دو عضو 3 و 4 را دارد و چون
2 حالت بر A وجود دارد. 4

2 = است هر کدام از عضوهای 3 یا 4 را داشته باشد یا نداشته باشد. هر کدام 2 حالت دارند و در نتیجه
1391 A x x x x A= Î ³ Þ £ Þ - £ £ Þ = - - -{ | | |} | | { , , , , , , } 3 3 3 3 3 2 1 0 1 2 3    
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  ابتدا مجموعهء B را با اعضایش مشخص می کنیم:1401
 B x x x= Î - < £ Þ{ | , }

3
4 12 x باید مضرب 3 یا صفر باشد.  

 - < £ Þ = -4 12 3 0 3 6 9 12x B { , , , , , }  
 A x m x x m= - Î - < £{ | , }2

3 حالا مجموعهء A را بررسی کنیم: 
 3 3 2 1 0 4< £ Þ = - - - ³x m x m m, , , , , ,  
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 n A B( ) = 3 m را باید طوری انتخاب کنیم که A و B سه عضو مشترک داشته باشند، چون: 
m قرار داده شود، نتیجهء موردنظر به دست می آید: = 4 ) به دست بیاید. اگر )A B- و m کوچک ترین مقدار ممکن باشد تا حداقل تعداد عضوهای
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  هر مجموعه 10 عضو دارد و با شمارهء مجموعه شروع می شود.1441
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} را دارند و این مجموعه، مساوی اشتراک همهء آن ها است و پنج عضو دارد. , , , , }8 9 10 11 12 A8 مجموعه عضوهای A3 تا پس مجموعه های
A بوده و 4 عضو دارد.1451 B C C  = A کم ترین مقدار خود را دارد و B C  A باشد، تعداد عضوهای B CÍ Í   اگر

اگر مجموعه های B ,A و C را طوری انتخاب کنیم که عضو مشترک هر کدام حداقل یکی باشد، مجموعه هایی مانند زیر خواهیم داشت:
 A a b B a b d C a e f g A B C a b a c d a e f g a= = = Þ = ={ , } , { , , } , { , , , } { , , , , , , , , } {  ,, , , , , , }b c d e f g  
 Þ =n A B C( )  7 البته مجموعه ها را طوری نوشتیم که در اجتماع آن ها بیشترین عضو را داشته باشد. 

1461 D A B E B C F D E= - = - = -, ,   با توجه به شکل داده شدهء صورت سؤال داریم: 
 F D E A B B C= - = - - -( ) ( )  
) تهی است و ) ( )A B B C- - ) هیچ عضوی از B ندارد، پس )A B- ) از B عضو دارد اما هیچ عضوی از C ندارد. مجموعهء )B C- مجموعهء
 F A B F D= - Þ =  
 ( ) ( )D C F C F = Í گزینهء )5( درست است. 
دلیلی برای درستی گزینهء )1( نداریم، برای گزینهء )2( نیز دلیل حتمی برای درست بودن نداریم. برای گزینهء )3( و )4( نیز دلیل درستی قطعی وجود 

ندارد و ممکن است درست نباشد.
  برای حل این مسئله می توان از حدس و آزمایش استفاده کرد. با این روش برای گزینه های)2(، )3( و )4( می توان 5 مجموعهء متفاوت را 1471

نوشت اما برای گزینهء )1( نمی توان 5 مجموعهء متفاوت نوشت. شماره های هر نقطه، ترتیب نوشتن مجموعهء مناسب را نشان می دهد.

 :گزینهء )2( :گزینهء )3( :گزینهء )4(

در گزینهء )1( چون یکی از نقطه ها به 4 مجموعهء دیگر وصل است، نمی توان حالت درستی نوشت.
1481 C DÍ A و هر لوزی نوعی متوازی الاضلاع است. پس: DÍ   هر مستطیل نوعی متوازی الاضلاع است. پس:

 B AÍ B و CÍ هر مربعی هم نوعی لوزی و هم نوعی مستطیل است. پس:
شکل گزینهء )1( این شرایط را برقرار می کند.

  با توجه به شکل داده شده، می توانیم عبارت های زیر را بنویسیم: 1491
 A ={ , , , , , }0 1 2 3 29  
 B ={ , , , , , }13 14 15 16 33  
 C ={ , , , , }15 16 17 35  

 
Þ = Þ - = Þ =A B C A B∪ … ∪{ , , , , , , , , , } ( ) { , }0 1 2 3 4 30 31 32 33 34 35 2 ¼ñø jHk÷U
ÞÞ = Þ - = Þ =A B A B C∩ … ∩{ , , , , , , , } ( ) { , }13 14 15 16 17 18 29 13 14 2 ¼ñø jHk÷U

ÞÞ + =2 2 4  

  مجموعهء D به سه بخش تقسیم شده است. 1501
اجتماع دو مجموعهء دانشجویان عادی و دانشجویان ریاضی دان، دانشجویانی است که هیچ عضوی 

از دانشجویان مسلط به زبان خارجی ندارند.
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  افرادی که حداقل از دو اپراتور استفاده می کنند، رنگ  شده اند: 1511
کل نفرات استفاده کننده )10000 نفر( با مجموع همهء عددها متناسب است.

 7 6 9 8 4 2 5 1 8 9 8 5 8 80+ + + + + + + + + + + + =  
افرادی که حداقل از دو اپراتور استفاده می کنند با مجموع عددهای ناحیهء رنگ شده متناسب هستند.

 6 4 2 8 8 9 5 1 5 48
48

80 10000

48 10000

80
6000+ + + + + + + + = Þ = Þ = ´ =x x

  در بین نمونهء 80 نفری، بخش هایی که با علامت نشان داده شده اند، افرادی هستند که 1521
فقط به یک ورزش علاقه دارند. اگر نسبت این افراد در کل 500 نفر رعایت شود، تعداد تقریبی کل 

دانش آموزانی که فقط به یک رشته علاقه دارند، به دست می آید.
= تعداد افراد علاقه مند به یک ورزش در 80 نفر + + + =7 9 8 8 32  

 Þ = Þ = ´ =32

80 500

32 500

80
200

x x  

  مجموعهء C ,B ,A را به صورت کلی در نظر بگیریم: 1531
ناحیهء رنگ شده، عضوهایی دارد که حداقل در دو مجموعه دارای عضو هستند، نتیجهء گزینه های )3( و 

)4( برابر این ناحیهء رنگ شده است.

ÞÞ
 ( ) (B C) (A C)

( )

A B∩ ∪ ∩ ∪ ∩� ������ ������
3 â¾¹Äq¬

 ( ) ( )A B B C∩ ∪ ∩ ( )A B

 Þ Þ

 ( ) ( ) ( )A B B C A C∪ ∩ ∪ ∩ ∪ = ) ناحیهء 3 بار رنگ شده ) ( )A B B C∪ ∩ ∪ = ) ناحیهء دو بار رنگ شده )A B

) به وجود می آید.1541 )A C ) و )A B   ناحیهء رنگی از اجتماع دو تکهء
 ( ) ( ) ( )A B A C A B C∩ ∪ ∩ ∩ ∪ÁoÄmQïÍÄp¼U u§ø¾ ®¾¾¾¾¾ Þ گزینهء )3(  

نمودار گزینه های دیگر:

) :گزینهء )4( )A C B∪ ∩ ) :گزینهء )1( :گزینهء )2(   )B C A -

  ناحیهء رنگی، بخشی از B است که بخش های A و C از آن حذف شده است.1551

B A C- ( )

 Þ

B

ü:گزینهء )2(

 ( ) AB C- -

 Þ

 ( )B C-

:گزینهء )1(

 ( ) (A C)A B∪ ∩-

 Þ

 ( )A B

:گزینهء )4(

( ( )) ( )B B C A B - -

Þ
 ( )

( )

B C B

B B C B C

- Í¾ ®¾¾¾¾
- = -

:گزینهء )3(
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، مجموعهء C را برداریم.1561 ( )A B   ناحیهء رنگی را می توان این طور به دست آورد، از

 C A B- ( )

:گزینهء )4(

 ( ) )A B C -

:گزینهء )2(

 ( ) ( )A C B C- -

:گزینهء )1(

  حاصل اجتماع دو مجموعهء حاصل از اشتراک Y با هر دو مجموعهء X و Z برابر جواب است:1571
 ( ) ( ) ( )Y X Y Z Y X Z∩ ∪ ∩ ∩ ∪ÁoÄmQïÍÄp¼U u§ø¾ ®¾¾¾¾¾  

) :گزینهء )2( )X Z Y Y :گزینهء )1(- - (X Z)

X:گزینهء )3( Y Z  = Æ  

) : گزینهء )1(1581 ( )) (( ) ( ))A B C B C A B C- -∪ ∪ ∩ ∩ ∩ ) : گزینهء )2(            ) ( )B C C B- -    
A : گزینهء )3( A B C- ( )   

 Þ
:گزینهء )4(

 ( ) ( )A B A C- - ( )A C- ( )A B-

1591 A B C- ( ) ) و )B C   مجموعهء نمایش داده شده را می توان از اجتماع  و  که به ترتیب برابر
هستند، به دست آورد.

) درست است. ( )) ( )A B C B C- ∪ ∪ ∩

) بوده و 1601 )C A- ) و )A B   مجموعهء نمایش داده شده از دو بخش  و  که به ترتیب برابر
) به دست می آید. ) ( )A B C A∩ ∪ - حاصل

      :گزینهء )1(        :گزینهء )3(        :گزینهء )4(

  از مجموعهء A, مجموعه های C ,B و D برداشته شده اند و پاسخ درست، گزینهء )2( است.1611

( ( ))A B C D- -

      : گزینهء )3(:گزینهء )4(

B C D A B C D A   = Æ Þ - =( )( )A B C D∩ ∩ ∪

:گزینهء )1(
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، مجموعهء  را برداریم، مجموعهء مورد نظر به دست می آید. این مجموعه به ترتیب برابر1621   اگر از 

) است.  ) ( ) ( )A C B D A B C D∩ ∪ ∩ ∩ ∩ ∩- ) است و جواب )A B C D   ) و ) ( )A C B D∩ ∪ ∩
1631،A B   در مجموعه  های B ،A و C، نمودار ون مجموعه های

C عبارت اند از: A- B¢ و  
 ( )A B ) فقط در مجموعهء )A B با توجه به مجموعه های بالا ناحیهء

قرار دارد.
) قرار دارد.  )A B )) نیز فقط در ) )B A C- - ناحیهء
لذا  دارد،  قرار   ( )¢B نیز فقط در  ( )A B C 

¢ ناحیهء
جواب درست از کنار هم قراردادن آن ها ساخته می شود.

Þ

) در ناحیهء رنگی شکل مقابل مشترک هستند و در گزینه های  )A B ) و )C A- دقتکنید!!! دو مجموعهء
)1(، )2( و )4(، این ناحیه، رنگی شده است که باعث نادرستی این گزینه ها می شود چون اعضای این ناحیه هم  

) هستند. )C A- ) و هم  عضو )A B  عضو
= افرادی که ساعت دارند. 1641 B = افرادی که عینک دارند و A   مجموعهء

= افرادی که هم عینک دارند و هم ساعت. ( )A B
 n A B n A n B n A B n A B n A B( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∪ ∩ ∩ ∩= + - Þ = + - Þ =8 5 6 3  

  نمودار ون را برای این مسئله بکشیم. با توجه به نمودار ون: 1651
 n( )R°Ã~dU ®ÃL¶¼UH = - =40 16 24  
 n n n n( ) ( ) ( ) ( )R°Ã~dU ®ÃL¶¼UH R°Ã~dU ®ÃL¶¼UH R°Ã~dU ®ÃL¶¼UH∪ ∩= + -  
 24 20 6 2= + - Þ =n n( ) ( )R°Ã~dU ®ÃL¶¼UH R°Ã~dU ®ÃL¶¼UH   

  نمودار ون مسئله را بکشیم. ابتدا ناحیهء مشترک قرمز و بنفش را برابر 6 قرار می دهیم: 1661
a :حالا a+ = Þ =6 24 18  

 c c+ = Þ =6 29 23  

 a c x x x x+ + + = Þ + + + = Þ = - Þ =6 18 6 23 53 53 47

47

·Hk±¬  nj  ®¬ jHk÷U � �� �� 66  

1671Þ + = Þ =x x8 13 5     
Þ + = Þ =8 17 9y y  
= تعداد کل نفرات کلاس + + + = + + + =x y8 3 5 8 9 3 25  

اردو 1681 یا  نمی کنند  افرادی که ورزش  تعداد  اما می توانیم  بیاندازد  به شک  را  ما  »اردونرفتن« می تواند  و  »ورزش نکردن«    عبارت های 
 A = ورزش نکن ها , B = اردو نروها نمی روند را با رابطهء عدد اصلی مجموعه به دست آورد: 
 n A B n A n B n A B( ) ( ) ( ) ( )∪ ∩= + - = + - =18 21 2 37  
 42 37 5- = به غیر از این 37 نفر، بقیه هم به اردو و هم به ورزش می روند. 

 این مسئله را این طور حل کردیم که تلاش کنید بدون شکل هم، مسئله را حل کنید. تلاش کنید 
که در ذهن، این مفاهیم را تصور کنید. این هم نمودار ون مسئله:

         Þ = - + + =x 42 19 2 16 5( )   

3
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= والیبالی ها1691 C = بسکتبالی ها و B = فوتبالی ها و A   
 n A B C n A n B n C n A B n A C n B C n A B C( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∪ ∪ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩= + + - - - +  
 59 29 32 20 7 8 10

56

= + + - - - + Þ� ����� ����� ∩ ∩n A B C( ) n A B C( )  = - =59 56 3  

، عدد 3 را قرار می دهیم:  ( )A B C   برای ادامهء مسئله بهتر است، نمودار ون را بکشیم. ابتدا در ناحیهء
 n A B a a( ) , = Þ + = Þ =7 3 7 4 n A C b b( ) = Þ + = Þ =8 3 8 5

 n B C c c( ) = Þ + = Þ =10 3 10 7  
 x y z a b c x y z x y z+ + + + + + = Þ + + + + + + = Þ + + =

IÀïÂ{pn» ¦U
��� �� 3 59 4 5 7 3 59( ) 559 19 40- =  

  با توجه به توضیحات سؤال، سعی می کنیم نمودار ون را رسم کنیم: 1701
= کل دبیران + + + + = Þ = Þa b c d b4 20 3

10 7

 

فقط فیزیک درست می دهند.  

  برای حل مسئله این نکته را یادآوری کنیم:1711

.m بر n همیشه برابر است با: خارج قسمت صحیح تقسیم n در بین عددهای 1 تا m نکتةخوب:تعداد مضرب های طبیعی عدد

A = B        و        مضرب های 2 = A        و        مضرب های 3 B = =3 2 6Joñ¶´À , Joñ¶´À ÁIÀïJoñ¶  :برگردیم به مسئله
 Þ = =n A( ) ,2 1000 500 oM ´Ãv£U cÃdÅ Sµv¤ ZnIi n B( ) = =3 1000 333 oM  ´Ãv£U cÃdÅ Sµv¤ ZnIi  
 Þ = =n A B( ) 6 1000 166 oM  ´Ãv£U cÃdÅ Sµv¤ ZnIi  
 n A B n A n B n A B( ) ( ) ( ) ( )∪ ∩= + - = + - =500 333 166 367  

  مجموعه جواب این مسئله، دقیقاً متمم مجموعه جواب مسئلهء قبلی است.1721
 A A n A n M n A= Þ ¢ = Þ ¢ = - = -3 2 3 2 1000 IÄ  ÁIÀïJoñ¶ Joñ¶ ¾º , Joñ¶ ¾º ( ) ( ) ( ) 3367 633=  

= مجموعه عددهایی که مضرب 11 نیست اما مضرب 3 است.1731 -A B   مجموعهء مضرب 3 را A و مجموعهء مضرب 11 را B در نظر می گیریم: 
 n A B n A n A B( ) ( ) ( )- = -  n هستیم:  A B( )- پس به دنبال
 n A( ) = =3 1396 465 oM ´Ãv£U cÃdÅ Sµv¤ ZnIi  
 n A B n n( ) ( ) ( ) = ´ = =3 11 33 33 1396ÁIÀïJoñ¶ ÁIÀïJoñ¶  oM  ´Ãv£U cÃdÅ Sµµv¤ ZnIi =42 Þ - = - =n A B( ) 465 42 423  

  مجموعهء X را عددهایی در نظر بگیریم که مضرب 2 یا 3 یا 5 باشند. این مجموعه، متمم مجموعهء موردنظر مسئله است. پس ابتدا1741
n را به دست می آوریم، سپس از تعداد کل عضوهای مجموعهء مرجع که عددهای 1 تا 999 هستند، کم می کنیم. X( )

 A = 2 B , مضرب های = 3 C , مضرب های = 5 مضرب های  
 A B = 6 A , مضرب های C B , مضرب های10= C A , مضرب های15= B C  = مضرب های30  
 n A( ) ,= =2 999 499 oM  ´Ãv£U cÃdÅ Sµv¤ ZnIi n B( ) = =3 999 333 oM  ´Ãv£U cÃdÅ Sµv¤ ZnIi  
 n C( ) ,= =5 999 199 oM  ´Ãv£U cÃdÅ Sµv¤ ZnIi n A B( ) = =6 999 166 oM  ´Ãv£U cÃdÅ Sµv¤ ZnIi  
 n A C( ) , = =10 999 99 oM ´Ãv£U cÃdÅ Sµv¤ ZnIi n B C( ) = =15 999 66 oM  ´Ãv£U cÃdÅ Sµv¤ ZnIi  
 n A B C( )  = =30 999 33 oM  ´Ãv£U cÃdÅ Sµv¤ ZnIi  
 X A B C= =5 3 2 IÄ  IÄ  Joñ¶ ÁIÀjkø    
 n X n A B C n A n B n C n A B n A C n B C n A B C( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= = + + - - - +∪ ∪ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩  
 = + + - - - + =499 333 199 166 99 66 33 733  
 ¢ =X عددهایی که مضرب 2 یا 3 یا 5 نیستند , ( ) ( ) ( )n X n M n X¢ = - = - =999 733 266  
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  با توجه به سؤال، 50 نفر المپیاد ریاضی می خوانند که همهء دانش آموزان هستند. در ناحیهء 1751
مشترک همهء مجموعه ها، عدد 2 را قرار می دهیم.

Þ هم فیزیک، هم شیمی + = Þ =b b2 5 3  
Þ هم فیزیک، هم نجوم + = Þ =2 7 5c c  
Þ هم شیمی، هم نجوم + = Þ =a a2 6 4  

Þ شیمی ها = + + + Þ = + + + Þ =18 2 18 4 2 3 9x a b x x  
Þ نجوم ها = + + + Þ = + + + Þ =17 2 17 4 2 5 6y a c y y  
Þ فیزیک ها = + + + Þ = + + + Þ =24 2 24 3 2 5 14z b c z z  
= کل نفرات = + + + + + + +50 2x y z a b c m  

 50 9 6 14 4 3 5 2 7

43

= + + + + + + + Þ =� ����� ����� m m  

1761 A = , ترمزخراب ها B = , فرمان خراب ها C =   چراغ خراب ها
 n A B( ) = 5 , n A C( ) = 8 , n B C( ) = 5 , n A B C( )  = 3  

نمودار ون را رسم کنیم:  
 Þ = + + + = Þn A( ) 12 2 3 5 22 نقص چراغ  
= کل خودروها = + + + + + + + Þ - =100 59 12 2 3 5 2 17x y x y  

 IÀïJHoi ·I¶oÎ jHk÷U IÀïJHoi ùHoa jHk÷U= Þ + + + = + + + Þ -x y x y2 3 2 5 3 2 == 3  

 
x y
x y

x x y
+ =
- =

ì
í
î

¾ ®¾¾ = Þ = Þ =+


¯

17

3
2 20 10 7

( )

·I¶oÎ }£º ô£Î

ùHoa }£º ô£Î

 

  برای مجموعه های B ،A و C یک نمودار ون معمولی رسم می کنیم و تعداد عضوهای هر ناحیه را با یک 1771
مجهول نشان می دهیم:

         n A B a y( ) ,- = + = 3 n B C x b( ) ,- = + = 2 n B A b z( )- = + = 2  
n C A z c( ) ,- = + = 4 n C B y c( ) ,- = + = 5 n A C a x( ) ?- = + =  

 
x b
b z

x z
z c

x c
y c

+ =
+ =

ì
í
î

¾ ®¾¾
- =
+ =

ì
í
î

¾ ®¾¾
+ =
+ =

ì
í
î

¾ ®- + -2

2

0

4

4

5

( ) ( ) ( )¾¾¾
- = -
+ =

ì
í
î

¾ ®¾¾ + =+x y
a y

a x
1

3
2

( )  

1781 C یا B مجموعهء دانش آموزان مدرسه دارای 100 عضو است. اگر همهء دانش آموزان عضو  
 n B C n B n C n B C( ) ( ) ( ) ( )∪ ∩= + - باشند، می توان نوشت: 
 100 60 70 30= + - Þ =n B C n B C( ) ( )   

یعنی 30 دانش آموز از B حتماً عضو C نیستند و عبارت )پ( نادرست است. با توجه به شکل، عبارت های )الف( و )ب( درست هستند.
  همهء عددهایی که نه بر 5 و نه بر 11 بخش پذیر هستند، حذف شده اند. پس عددهای مضرب 5 یا مضرب 11 باقی مانده اند. به دنبال 1791

2004 امین عدد باقی مانده هستیم، پس بهتر است در یک تعداد معین و متوالی بررسی کنیم که چند عدد باقی  می ماند. باید دسته هایی پیدا کنیم 
که تعداد عدد باقی مانده در آن ها یکسان باشد. هر دستهء 55تایی از 1 تا 10000 مناسب است، در بین عددهای 1 تا 55، 11 عدد مضرب 5، 5 عدد 
= عددهای باقی مانده در 1 تا 55 + - =11 5 1 15 مضرب 11 و یک عدد، هم مضرب 11 و هم مضرب 5 است. 
5 ,10 ,11 ,15 ,20 ,22 ،25 ,30 ,33 ,35 ,40 ,44 ,45 ,50 ,55 که عبارت هستند از: 
 2004 15 133 9= ´ + به دنبال 2004 امین عدد هستیم، 2004 را بر 15 تقسیم می کنیم و داریم: 
= عدد 2004 ام ´ + =133 55 33 7348 پس باید به نهمین عدد )یعنی 33(، 132 بار عدد 55 را اضافه کنیم: 
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  عددهای روی تاس 1، 2، 3، 4، 5، 6، 7، 8، 9، 10 است که در بین آن ها عددهای 2، 3، 5، 7 اول هستند.1801
= احتمال اول بودن =4

10

2

5
 

  احتمال را در هر گزینه محاسبه کنیم:1811
= احتمال مضرب 2 نبودن = > = = Þ3

6

1

2
3

2

6

1

3
Joñ¶ ÏIµTeH û گزینهء )1(: 

= احتمال روشدن سکه = = = Þ1

2

3

6

1

2
tIU ·j¼MjoÎ ÏIµTeH û گزینهء )2(: 

= احتمال روآمدن یک سکه > = Þ1

2

1

4
·k{»n ¾§w »j ÏIµTeH û گزینهء )3(: 

) : حالت های پرتاب دو سکه , )( , )( , )( , )»n »n »n SzQ SzQ »n SzQ SzQ  

= احتمال مجموع دو تاس 7 شود. = > = Þ6

36

1

6
5

5

36
.j¼{  tIU »j  Ì¼µ\¶  ÏIµTeH ü گزینهء )4(: 

( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , ) ( , )1 6 2 5 3 4 4 3 5 2 6 1   ( , ) ( , ) ( , ) ( , )1 4 2 3 3 2 4 1      
  تعداد اعداد طبیعی کوچک تر از 20 )اعداد 1 تا 19(، نوزده عدد است. از 1 تا 19، عددهای 2، 3، 5، 7، 11، 13، 17 و 19، عدد اول 1821

= 8 تا(. عدد 1، نه اول و نه مرکب است و بقیهء اعداد مرکب هستند.  هستند )تعداد اعداد اول 1 تا 19
تعداد اعداد مرکب = - - =19 8 1 10  

 
·j¼M Ï»H  ÏIµTeH

·j¼M K¨o¶  ÏIµTeH

·j¼M K¨o¶ =

=

ü

ý
ï

þ
ï

Þ

8

19

10

19

  ÏIµTeH
·j¼M Ï»H  ÏIµTeH = = =

10

19

8

19

10

8

5

4
 

= قرمز1831 7 = زرد ،  5 = سبز ،  4   حالتاول: 

= احتمال قرمزبودن 7

16
= احتمال زردبودن ،  5

16
= احتمال سبزبودن ،  =4

16

1

4
 

= قرمز + =7 4 11 = زرد ،  + =5 3 8 = سبز ،  + =4 1 5 حالتدوم: 
= احتمال قرمزبودن 11

24
= احتمال زردبودن ،  =8

24

1

3
= احتمال سبزبودن ،  5

24
 

 5
24

1

4
< گزینهء )1( نادرست است، چون احتمال سبزبودن کم شده است: 

 11
24

7

16
> 1  و  

3

5

16
> گزینهء )2( نادرست است، چون احتمال سبز و قرمز را افزایش داده ایم: 

با توجه به جملات بالا گزینهء )3( درست و گزینهء )4( نادرست است.
P باشد، یعنی:1841 A B P A P B( ) ( ) ( )- = -   اگر

 n A B n A n B B A B A P B A( ) ( ) ( ) ( )- = - Þ Í Þ - = Æ Þ - =0  
= تعداد کل مهره ها1851 +14 y   تعداد مهره های زرد را y در نظر بگیریم: 

= احتمال زردبودن مهره
+

= Þ
+

= Þ
+

= Þ = +y
y

y
y

y
y

y y
14

0 44
14

44

100 14

22

50
50 308 22/   

Þ -50 22

28

y y
y

� �� ��  = Þ = =308
308

28
11y  

هستند. 1861 13تا  دارند،  را   D حرف  که  واحدهایی  است.   52 13 4= ´ بخریم، را  واحد  یک  می توانیم  که  حالت هایی  کل  تعداد    
8D را دو بار نوشتیم. . که 8D , 8C , 8B , 8A 13. تعداد واحدهایی که عدد 8 را دارند، 4تا است: 8 3 2 1D D D D D» , , , , , 

= کل حالت های مطلوب + - = Þ13 4 1 16 = احتمال موردنظر =16

52

4

13
 

1871 1
50

2

100
=   همهء برداشتن های قبلی هیچ تأثیری روی برداشتن فردا ندارد. چون دو حالت 47 یا 73 را داریم، احتمال برداشتن

می باشد.
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23 حالت نیز برای این 1881   وضعیت فرزند اول معلوم است، سه فرزند دیگر یا باید )پسر، پسر، پسر( یا )دختر، دختر، دختر( باشد. در کل

= احتمال هم جنس بودن سه فرزند آخر =2

8

1

4
سه فرزند داریم. 

6 می شود که تعداد عضو پیشامد 6تا باشد، پس 1891
8

3

4
= S به شرطی احتمال پیشامد برابر a b c d={ , , , , , , , }1 2 3 4   در فضای نمونه

تعداد پیشامدهای شش عضوی یا همان تعداد زیرمجموعه های شش عضوی موردنظر است.

= تعداد 6عضوی ها در مجموعهء 8عضوی = تعداد 2عضوی ها در مجموعهء 8عضوی ´ =8 7

2
28  

  با تجزیهء عدد 60، تعداد شمارنده های آن را به دست می آوریم:1901

 60 2 3 5 2 1 1 1 1 1 12
3 1 1= ´ ´ Þ = + + + =IÀï½kºnIµ{ jHk÷U ( ) ( ) ( )  

= شمارنده های کوچک تر از 7 عدد 60 Þ = =1 2 3 4 5 6 7
6

12

1

2
, , , , ,  pH oUï¦a¼¨ â½kºnIµ{ JIhTºH ÏIµTeH  

23 حالت دارد. هر کدام را یا درست می گوید یا 1911   در این جا پاسخ دادن به هر سؤال مانند پرتاب سکه است. یعنی پاسخ دادن به سؤال،
= )درست، درست، غلط( )درست، غلط، درست( )غلط، درست، درست( )درست، درست، درست( غلط. حالت های برنده

= احتمال برنده شدن =4

8

1

2
 

  حالت های مختلف دستبند، با سه مهرهء سیاه و دو مهرهء سفید را بکشیم:1921

صبر کنید!!! 
حالت جدیدی وجود ندارد، در اصل شکل )2( و )3( هم مساوی است )از نظر قرارگرفتن مهره ها نسبت به هم(. پس در کل 2تا دستبند مختلف 

می توان ساخت که در هیچ کدام یک مهرهء سیاه بین دو مهره قرار نمی گیرد و احتمال موردنظر صفر است.
دقتکنید!!! بدون این صحبت ها هم چون سه تا مهرهء سیاه داریم و دوتا سفید، اصلاً این حالت به وجود نخواهد آمد.

؛ یعنی 1931 ( , )3 1 ) و , )2 2 ، ( , )1 3   تعداد کل حالات پرتاب دو تاس، 36 تا است و حالت هایی که مجموع عددهای دو تاس 4 است، عبارت اند از: 

= احتمال 4 شدن مجموع اعداد دو تاس 3

36
3 حالت. 

  فقط 3 حالت وجود دارد که حاصل جمع عددهای دو تاس بیشتر از 10 شود.1941

= حاصل جمع Þ11 6 5 5 6( , ) ,( , ) , = حاصل جمع Þ Þ12 6 6( , ) = احتمال موردنظر =3

36

1

12
 

  برای درک بهتر حالت های مختلف مجموع دو تاس، 1951
به بخش درس نامه مراجعه کنید و نمودار داده شده را ببینید. اما برای 
دو  عدد  حاصل جمع  بیشترین  می دانیم  عادی  شکل  به  سؤال  حل 
تاس 12 و کم ترین آن 2 است. پس عددهای اول بین 2 تا 12 را با 

حاصل جمع دو تاس می توان ساخت.

حاصلجمع117532

 ( , )5 6

 ( , )6 5

 ( , )1 6

 ( , )2 5

 ( , )3 4

 ( , )4 3

 ( , )5 2

 ( , )6 1

 ( , )1 4

 ( , )2 3

 ( , )3 2

 ( , )4 1

 ( , )1 2

 ( , )2 1
 ( , )1 حالتهایمختلف1

 15 1 2 4 6 2= + + + + تعداد کل حالت هایی که حاصل جمع عدد اول می شود: 
= احتمال اول بودن حاصل جمع =15

36

5

12
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1961 6 2
2 2´   تعداد کل حالت را به دست بیاوریم:

متفاوت با 
1 حالت

رو یا پشت
2 حالت

زوج
3 حالت

فرد
3 حالت  = ´ ´ ´3 3 2 1

تاس )1(تاس )2(سکهء )1(سکهء )2(

اما حالت های مطلوب: 

به اندازهء همین، تعداد حالت دوباره وجود دارد. چون تاس )2( می تواند فرد و تاس )1( می  تواند زوج باشد.

 Þ = ´ ´ ´ ´ = ´ ÞJ¼±õ¶  ÁIÀïS²Ie ®¨ jHk÷U ( )3 3 2 1 2 3 2
2 2 = احتمال موردنظر ´

´
= =3 2

6 2

3

6

1

4

2 2

2 2

2( )  

= تعداد زردها1971 y = تعداد آبی ها  ,   b = تعداد سبزها  ,   g    
 ( , ) ( )y g g b y b y b= = Þ = Þ =3 3 3 3 9 با توجه به سؤال روابط روبه رو را نوشتیم: 

= احتمال زردبودن
+ +

=
+ +

= =y
y b g

b
b b b

b
b

9

9 3

9

13

9

13
 

23 حالت می توان برای فرزندان او در نظر گرفت. اما این بار کمی فرق می کند، چون می دانیم 1981   خانم مورد بحث 3 فرزند دارد، در کل
 n S( ) = 7 برای فرزندان او حالت )پسر، پسر، پسر( نداریم. پس: 
حالت مطلوب وقتی است که در بین فرزندان بیش از یک دختر داشته باشیم. یعنی حالت های )دختر، دختر، پسر(، )دختر، پسر، دختر(، )پسر، دختر، 

4 خواهد بود.
7

دختر( و )دختر، دختر، دختر( و احتمال موردنظر
  نمودار ون مسئله را رسم می کنیم:1991

 n)آموزشگاه( = 200  
= حسابی ها + = Þ =x x21 45 24 = فیزیکی ها ، + = Þ =y y21 52 31  

 n x y z z z( )½I«{p¼¶A = + + + Þ = + + + Þ = =21 200 24 21 31 124 تعداد دانش آموزان نه حسابی، نه فیزیک  

= احتمال موردنظر = = =z
200

124

200

62

100
0 62/  

  بیایید ساده فکر کنیم، از این اصل ضرب و این ها الان استفاده نکنیم. موقعیت A و B نسبت به هم سه حالت دارد:2001

 B A» ·j¼M »nï¾M»n ÏIµTeH = Ü1

3
B )3 دست چپ A است.  B )2 روبه روی A است.  B )1 دست راست A است. 

  برای فرد یا زوج بودن عدد، یکان آن به ترتیب باید فرد یا زوج باشد. برای یکان می توانیم 9 انتخاب داشته باشیم که 5تا از آن ها فرد 2011

5 است.
9

است، پس احتمال فردبودن

  امتیاز مرحلهء 11ام را x در نظر بگیرید. برای ورود به مرحلهء نهایی، میانگین حداقل 188 باید باشد.2021

= حداقل میانگین 11 دور مسابقه =
+

+
188

10 1

Â±L¤  Ì¼µ\¶ x  

 1870 10 187 10 188
1870

11
= ´ = ´ = Þ = + ÞÂ±L¤ ¸Ã«ºIÃ¶ Â±L¤ RHpIÃT¶H Ì¼µ\¶ x

1188 11 1870´ - = x  

 Þ - = Þ =2068 1870 198x x  
یعنی او باید حداقل 198 را به دست بیاورد، امتیازهای ممکن او از 181 تا 200 است که شامل 20 عدد است. او در حالت های 198، 199 و 200 

 Þ = = = =j¼÷Å ÏIµTeH kÅnj 3

20

15

100
0 15 15/ به مرحلهء بعدی می رود. 

   اصل ضرب؟... نه!2031
بیایید واگن ها را بچینیم. در مورد A و B، همیشه دو حالت پیش می آید: یا A نسبت به B به لوکوموتیو نزدیک تر است یا B نسبت به A به 

1 است.
2

لوکوموتیو نزدیک تر است. پس احتمال نزدیک تربودن A به لوکوموتیو برابر
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  دو تاس را می ریزیم، در کل 36 حالت به وجود می آید. برای فردشدن مجموع دو تاس، باید یکی زوج و 2041
دیگری فرد بیاید. حالت های ممکن به شکل مقابل است:

        
Þ ´ =

¯
S²Ie

jnHj  jkø IU»j tIU oÀ

4 2 8

2

 

. 8 8 16+ = = همین 8 حالت را وقتی برای تاس )2(، عدد 2 ظاهر شود، نیز داریم. کل حالت های مطلوب

= احتمال فردبودن حاصل جمع =16

36

4

9
 

 این مسئله را می توانستیم با اصل ضرب و جمع یا احتمال مستقل هم حل کنیم اما کشف ریزه کاری و این که ببینید راه دیگری هم هست، خیلی بهتر است.
) قطر همان دایره است که عدد مساحتش از عدد محیطش کوچک تر است.2051 )2x 2x شود،   فرض کنیم مجموع عدد دو تاس

= قطر Þ = Þ = = Þ > Þ > Þ > Þ >2 2 2 2 22 2 2x x x x x x x x xÌI÷{ SeIv¶ ôÃd¶ ôÃd¶ SeIv¶p p p p,  
 Þ > Þ = =4 2 2 1 2 3x x tIU »j Ì¼µ\¶  IÄ  IÄ  
, ( , )1 1 ) به دست آمده مخالف 1 خواهد بود. مجموع دو تاس می تواند 2 یا 3 باشد که در کل سه حالت دارد )2x مجموع دو تاس 1 نمی شود، پس
= احتمال موردنظر =3

36

1

12
 . ( , )1 2 ) و , )2 1

2061 50 2500
2 =   بیایید دو عدد x و y را دو تاس با 50 وجه در نظر بگیریم که عددهای 1 تا 50 روی آن ها نوشته شده اند. پس در کل

حالت داریم. حالا باید حالت هایی را که حاصل جمع دو عدد x و y برابر 50 است به دست  آوریم:

50494847...54321x

1234...4647484950y
   Þ در کل 50 حالت

= احتمال حاصل جمع 51 =50

2500

1

50
 

  وقتی 14 اتومبیل در 16 جای پارک، توقف می کنند، 14 جای پارک اشغال می شود و دوتا باقی می ماند. اما پندار به شرطی می تواند 2071
پارک کند که این دو جای پارک خالی، کنار هم باقی مانده باشند. در 16 مکان پشت سر هم، 15 حالت داریم که دو مکان چسبیده به هم انتخاب 

 Þ =J¼±õ¶  S²Ie jHk÷U 15 کنیم. 
تعداد حالت هایی که دو جای پارک از 16 جای پارک خالی بماند، برابر تعداد زیرمجموعه های دوعضوی مجموعهء 16عضوی است.

= تعداد کل حالت ها ´ = Þ16 15

2
120 = احتمال پارک کردن = =15

120

1

8

2

16
 

P )الف2081 A( ) = =2

4

1

2
  احتمال هر پیشامد را حساب می کنیم: 

P )ب B( )
!

! != = ´ =

´ ´ ´ ´

=
10 5

2

10

5 5

2

10 9 8 7 6

120

1024

252

1010 10

 pH  JIhTºH
224

 

P )پ C( )
!

! != = ´ =

´ ´ ´ ´
100 50

2

100

50 50

2

100 99 98 51

50
100 100

 pH  JIhTºH


!!
2
100

 

 P A P B P C( ) ( ) ( )> > Þ گزینهء )3( 2100 از این عدد صورت خیلی بزرگ تر است و در نتیجه: 

  برای آن که حاصل ضرب سه عدد انتخابی، توانی از 2 نباشد، حداقل یکی از عددهای انتخابی باید توانی از 2 نباشد )مثل 6 که فقط 2091
مضرب 2 نیست و مضرب 3 هم هست(. حالت بندی زیر نشان می دهد که این طور انتخاب کردن ساده نیست.

 

HnIw

¾Mp»n

·I§{H

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2
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2 نشان داده ایم، به جای این که این حالت ها را بشماریم،  2 و انتخاب عددهای 6 یا 10 را با انتخاب عددهای 2, 4 یا 8 )توانی از 2( را با
2 را انتخاب کنند. متمم این مجموعه برابر جواب مسئله است: حالت هایی را بشماریم که همه

= احتمال انتخاب عددی که توان 2 برای هر کدام از نفرات =3

5

2 4 8

2 4 6 8 10

n
n

({ , , })
({ , , , , })

 

 .SwH  ®£Tv¶ IÀïJIhTºH  ÏIµTeH Joòï®ÅIe ·k{  ·H¼U ÏIµTeHÞ =2
3

55

3

5

3

5

27

125
´ ´ = Þ = - =Joòï®ÅIe ·kzº  ·H¼U ÏIµTeH2 1

27

125

98

125
 

، در حالت های زیر دارای رقم یکان 1 است:2101 nÎ{ , , , , }1999 2000 2001 2018

20

…� ����� �����
IU 

}mÎ و , , , , }11 13 15 17 19 mn که   عدد

m اگر n n= Þ = Þ = ´
¯

11 1 11
1

5

20

2
½H¼h²j jkø oÀ jnHj ·I§Ä ´¤n ¾¨   ÏIµTeH ( ) (

00

1

5

11

) =

xHï¾ø¼µ\¶ pH  JIhTºH ÏIµTeH

 

m اگر n n n= Þ = Þ = ´13 17 4 1 17 13
2

5
 IÄ k{IM  Joñ¶  ·I§Ä ´¤n IM » ÏIµTeH ( ) (( )5

20

1

10
=  

 nÎ Þ{ , , , }2000 2004 2016 5تا  
m اگر mn= Þ15 5.SwH Á»Iv¶ ¾zÃµÀ » j¼{ïÂµº 1, ·I§Ä ´¤n _ÃÀ  

m اگر n n= Þ = Þ = ´ =19 1 19
1

5

10

20

1

10
k{IM Z»p  ·I§Ä  ´¤n IM  ÏIµTeH ( ) ( )  

 nÎ{ , , , , }2000 2002 2004 2016

10

…� ����� �����
IU 

 

 1 1

5

1

10

1

10

4

10

2

5
 ·I§Ä  ´¤n IM  ÏIµTeHmn = + + = =  

اندازهء کمان بین هر دو 2111   عددهای ساعت آن را به 12 بخش مساوی تقسیم کرده است؛ یعنی 
30 درجه است. اندازهء کمان بین دو شمارهء برداشته شدهء 1 و 5 )همان دو رأس مثلث( برابر 360

12
= عدد ساعت

240 از سمت چپ یعنی رأس سوم. 8 30= ´ 120 درجه از سمت راست و 4 30= ´

60 می شود و اگر رأس  120

2
= 12 قرار بگیرد، زاویهء این رأس مثلث برابر 11 10 9 8 7 6, , , , , , اگر روی عددهای

120 می باشد. پس رأس سوم نباید روی  240

2
= 4 قرار بگیرد، زاویهء این رأس برابر 3 2, , سوم روی عددهای

شماره های 2 یا 3 یا 4 قرار بگیرد.
12 هم برای تشکیل مثلثی که همهء زاویه های آن تند باشد، مناسب نیستند. چون اگر رأس سوم روی عددهای  11 10 9 8 7 6, , , , , , اما همهء عددهای
12 یا 11 قرار بگیرد، زاویهء رأس 1 باز یا قائمه می شود. هم چنین اگر رأس سوم روی عددهای 6 یا 7 قرار بگیرد زاویهء رأس 5 باز یا قائمه می شود. 

= احتمال تشکیل مثلث حاده الزاویه =3

10
0 3/ 10 برای رأس سوم مطلوب هستند. در نتیجه:  9 8, , در نتیجه فقط شماره های

n است. برای آن که طبق صورت سؤال به سه ناحیه در 8ضلعی برسیم، حالت های 2121 S( ) = ´ =6 6   تعداد کل انتخاب های ممکن36
زیر وجود دارد )دقت کنید که برای انتخاب اول که به A وصل می شود، انتخاب H و C بی فایده است؛ چون انتخاب دوم بی نتیجه خواهد بود(.

A برای G انتخاب : Þ = =B G F E D ÁHoM  JIhTºH IÄ IÄ IÄ 4 حالت حالتاول: 

A برای F انتخاب : Þ = =B F E D ÁHoM JIhTºH IÄ IÄ 3 حالت حالتدوم: 
به همین ترتیب اگر برای A, نقطه های E و D را انتخاب کنیم، انتخاب نقطه برای B، 2 حالت و 3 حالت خواهد 
= تعداد کل انتخاب های مطلوب + + + = Þ4 3 2 1 10 = احتمال موردنظر =10

36

5

18
داشت: 
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2 حالت وجود دارد.2131 16
4 =   در پرتاب چهار سکه، در کل

تعداد حالت هایی که حداقل یک »رو« ظاهر شود، متمم تعداد حالت هایی است که اصلاً »رو« ظاهر نشود )همه »پشت« بیاید( که فقط 1 حالت است.

= تعداد حالت های حداقل یک »رو« - = - = Þ2 1 16 1 15
4 = احتمال حداقل یک »رو« 15

16
 

} را انتخاب کند. پس احتمال 2141 , , , , }1 2 3 4 5   کامپیوتر هر بار باید از بین عددهای 1 تا 20 که 20 عدد می شوند، فقط یکی از عددهای

 x ¾w ¸T{HjoM ÏIµTeH
1 5

1

4

1

4

1

4

1

64£ £
= ´ ´ =

x
1 می شود. هر انتخاب مستقل از انتخاب دیگر است: 

4

5

20
= هر انتخاب موردنظر

  در پرتاب دو تاس متفاوت، سه وضعیت به وجود می آید:2151
 عدد دو تاس برابر است که 6 حالت دارد.  عدد تاس اول بزرگ تر است.  عدد تاس دوم بزرگ تر است.

36 حالت داریم، تعداد حالت هایی که عدد تاس دوم  6 6= ´ تعداد حالت های وضعیت های )2( و )3( مساوی است. چون در پرتاب دو تاس، در کل

 36 6

2

30

2
15

- = = بزرگ تر باشد، برابر است با: 

= احتمال بزرگ تر بودن عدد تاس دوم = =15

36

5

12

10

24
 

  انتخاب هر جعبه برای قراردادن توپ در آن، مستقل از یکدیگر است. اولین توپ را برمی داریم، احتمال درست قراردادن آن در جعبه2161

1 است. احتمال درست قراردادن توپ های سوم و چهارم 
3

1 است. حالا یک جعبه کم شده است، احتمال درست قراردادن دومین توپ در جعبه
4

1 است.

24

1

4

1

3

1

2

1

1
= ´ ´ ´ 1 است و احتمال درست قرارگرفتن توپ ها برابر

1 1 و
2

نیز به ترتیب

  حاصل ضرب عددها وقتی منفی می شود که یکی از عددهای روشده مثبت و عدد روشدهء دیگر منفی باشد:2171
 S n S= - - - Þ ={ , , , , , } ( )2 1 0 1 2 3 6  

= احتمال منفی بودن تاس اول و مثبت بودن تاس دوم - - - ´ = ´ = ´ =n
n S

n
n S

({ , , })
( )

({ , })
( )

1 2 3 1 2 3

6

2

6

1

2

1

3

1

6
 

= احتمال مثبت بودن تاس اول و منفی بودن تاس دوم ´ =2

6

3

6

1

6
Þ = + = =oÊºjn¼¶ ÏIµTeH 1

6

1

6

2

6

1

3
 

  اگر گوی های برداشته شده از دو جعبه هم رنگ باشند، رنگ های آن ها نمی تواند سفید باشد، چون جعبهء )2( رنگ سفید ندارد.2181

= احتمال  برداشتن گوی بنفش از جعبهء )1(
+ +

= =3

1 3 2

3

6

1

2
= احتمال  برداشتن گوی بنفش از جعبهء )2( 

+
= =2

2 2

2

4

1

2

= احتمال  برداشتن گوی طلایی از جعبهء )1(
+ +

= =2

1 3 2

2

6

1

3
= احتمال  برداشتن گوی طلایی از جعبهء )2( 

+
= =2

2 2

2

4

1

2

 
yÿ¹M Á¼¬ »j ¸T{HjoM ïÏIµTeH

ÂÄ°ö Á¼¬ »j ¸T{HjoM ïÏIµTeH
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1

6

1
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1

6
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5

12
´ =

ü

ý
ï

þ
ï

¾ ®¾¾ = + = =+( ) ·j¼M ªºnï´À ÏIµTeH  

  وقتی نیاز به برگزاری مسابقهء سوم داریم که هر کدام از تیم ها در یکی از دو مسابقهء اولیه برنده و در دیگری بازنده شوند.2191

= احتمال پیروزی ایران در هر بازی = Þ = - =% % %60 = %60
60

100
100 40

4ÁpIM oÀ nj ®ÄpoM  Áp»oÃQ  ÏIµTeH 00
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 ½kºoM ·HoÄH
Ï»H ÁpIM

½kºoM ®ÄpoM
³»j ÁpIM

Ï»H  S²Ie ÏIµTeHÞ = 60
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2400
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24

100
´ = = حالتاول: 

 ½kºoM ®ÄpoM
Ï»H ÁpIM

½kºoM ·HoÄH
³»j ÁpIM

³»j S²Ie ÏIµTeHÞ = 40

1000
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2400
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24
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´ = = حالتدوم: 

= احتمال نیاز به مسابقهء سوم + = =24
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48%  
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  در این سؤال احتمال برداشتن هر گوی مستقل از برداشتن گوی های دیگر است. یعنی در برداشتن گوی اول، احتمال برداشتن هر 2201
1 است و در برداشتن گوی سوم هم این احتمال

8
1 است. در برداشتن گوی دوم نیز احتمال برداشتن هر کدام از گوی باقی مانده برابر

9
کدام از آن ها

1 است. پس برداشتن 

504

1

9

1

8

1

7
= ´ ´ 1 است. در نتیجه هر سه عددی که انتخاب می کنید تا از برداشتن گوی ها حاصل شود، دارای احتمال

7

1 است.

504
اعداد روی یک سطر یا ستون یا قطر نیز

 8 1

504

8

504
´ = ما در این جا، 3 سطر، 3 ستون و 2 قطر داریم که احتمال برداشتن اعداد روی آن ها برابر است با: 

  وقتی یک هرم چهاروجهی را می اندازیم یک وجه آن که قاعده است، روی زمین قرار گرفته و دیده نمی شود. برای آن که بتوانیم با 2211
وجه هایی که دیده می شوند عدد 2017 را بسازیم، به حداقل یکی از رقم های 7, 1, 0 و 2 نیاز داریم. پس اگر یکی از این رقم ها اصلاً دیده نشوند، 
نمی توان 2017 را ساخت؛ یعنی در حالتی که به طور مثال همهء رقم های 2 در وجه پایین قرار بگیرند. پس احتمال آن که همهء رقم های 1 یا 2 یا 

صفر یا 7 در وجه پایینی قرار بگیرند را محاسبه کرده و از عدد 1 کم می کنیم: 

 Â¹ÃÄIQ ÁIÀï¾]» ÁIÀjkø ÁHoM IÀïS²Ie ®¨ jHk÷U
k¹{IM

= Þ ´ ´ ´ =4 4 4 4 4 4 4 4 44

ÁÁ»Iv¶ Â«µÀ Â¹ÃÄIQ ¾]» ÁIÀjkø ¾¨ ÂU¯Ie jHk÷U S²Ie= 4
 

4 است.
44 پس احتمال مساوی بودن رقم های وجه پایینی برابر

 Þ = - = - = - =2017 1
4

4

1
1

4

1
1

64

63

644 3
 jkø ¸TiIw ïÏIµTeH  

2221 bc و ad هر دو باید فرد یا هر دو زوج باشند. برای فرد و زوج بودن ضرب های bc و ad ،زوج باشد ad bc-   برای آن که حاصل
´ فرد = فرد ´ فرد   و   فرد = فرد ´ زوج   و   زوج = فرد ´ زوج   و   زوج = زوج زوج حالت های مقابل وجود دارد: 

3 زوج هستند.
4

1 فرد و با احتمال
4

یعنی به طور جداگانه ad و bc با احتمال

 
bc ad

bc ad

» ·I¶p ´À ·j¼MjoÎ ÏIµTeH

 » ·I¶p ï´À ·j¼MïZ»p Ï

= ´ =1

4

1

4

1

16

IIµTeH = ´ =

ü

ý
ï

þ
ï

¾ ®¾¾ + = =+

3

4

3

4

9

16

1

16

9

16

10

16

5

8

( )  

  کمی ساده تر نگاه کنیم. احتمال آن که مجموع عددهای روشده برابر 7 باشد، چه قدر است؟ خب، همهء عددهای روشده باید برابر 1 2231

1 است. حالا احتمال آن که مجموع عددهای روشده برابر 42 باشد، چه قدر است؟ خب، همهء عددهای 

6
7

باشد که فقط یک حالت دارد، پس جواب

1 است.

6
7

روشده باید برابر 6 باشد که فقط یک حالت دارد، پس جواب این هم

حالا در حالت کلی می توان گفت، یک حالت قرینه در این مسئله وجود دارد. یعنی اگر دو عدد متفاوت به ترتیب از 42 و 7، فاصلهء مساوی داشته 
-42 است که در این جا: x 7 و + x باشند، احتمال یکسان دارند. اگر فاصله را x در نظر بگیریم، می توان گفت: دو عدد مجموع با احتمال برابر

 7 10 3 42 42 3 39+ = Þ = Þ - = - =x x x  
  حل مسئله را دسته بندی می کنیم:2241

حالتاول: گوی اولی برابر 1 باشد، آن گاه گوی دوم باید 2 یا 3 باشد تا در گوی سوم، حاصل جمع از 4 عبور کند.
 Þ ´ =( ) ( )Ï»H  Á¼¬ ·j¼M  ÏIµTeH ³»j Á¼¬ ·j¼M  IÄ  ÏIµTeH Ï»H1 3 2    S²Ie ÏIµTeH Þ 1

5

1

2

1

10
´ =  

 

Ï»H Á¼¬ ·j¼M ÏIµTeH

Ï»H Á¼¬ ·j¼M ÏIµTeH

2

1

1

5

1

4

1

20
Þ ´ =



¯

حالتدوم: گوی اولی برابر 2 باشد، پس گوی دوم فقط می تواند 1 باشد تا در گوی سوم، حاصل جمع بیش از 4 شود. 

 

Ï»H Á¼¬  ·j¼M ÏIµTeH

³»j Á¼¬  ·j¼M ÏIµTeH
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1
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5
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Þ ´ =



¯

حالتسوم: گوی اولی برابر 3 باشد و گوی دوم باید 1 باشد. 
Þ = + + =oÊºjn¼¶ ÏIµTeH 1
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  برداشتن بدون جای گذاری، یعنی این که اگر سنگی را برداریم به کیسه برنمی گردد. احتمال هم رنگ بودن دو سنگ را برای کیسهء 2251
اول به دست می آوریم:

 

Ï»H  â¾vÃ¨ nj  ª¹w »j  ·j¼Mq¶o¤ ÏIµTeH

Ï»H ª¹w ³»

=
+

´
+

2

2 2

1

2 1


jj ª¹w

Ï»H  â¾vÃ¨ nj  ª¹w »j ·j¼MïÂMA ÏIµTeH



= ´ =

=
+

2

4

1

3

1

6

2

2 2
´́

+
= ´ =

ü

ý

ï
ï

þ

ï
ï

¾ ®¾¾ = + =+

1

1 2

2

4

1

3

1

6

1

6

1

6

( ) Ï»H â¾vÃ¨ nj ªºnï´À ÏIµTeH 11

3
 

 

³»j â¾vÃ¨ nj ª¹w »j ·j¼Mq¶o¤ ÏIµTeH =
+ +

´
+ +

=
+

´
+

=
+

2

2 2

1

2 1

2

4

1

3

2

4g g g g ( gg g

g g g

)( )3

2

2 2

1

1 2

2

4

1

+

=
+ +

´
+ +

=
+

´³»j â¾vÃ¨ nj ª¹w »j ·j¼MïÂMA ÏIµTeH
33

2

4 3

2 2

1

2

+
=

+ +

=
+ +

´ -
+

g g g
g
g

g
( )( )

³»j â¾vÃ¨ nj ª¹w »j ·j¼MïqLw ÏIµTeH
22 1 4

1

3

1

4 3+ -
=

+
´ -

+
= -

+ +

ü

ý

ï
ï
ï

þ

ï
ï
ïg

g
g

g
g

g g
g g
( )

( ) ( )

 

 ( )
( ) ( ) ( ) (

+¾ ®¾¾ =
+ +

+
+

³»j â¾vÃ¨ nj ·j¼M ªºnï´À ÏIµTeH 2

4 3

2

4g g g 33

1

4 3

4 1

4 3+
+ -

+ +
= + -

+ +g
g g
g g

g g
g g)

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

 

Þ احتمال هم رنگ  بودن دو سنگ برداشته شده از هر کیسه مساوی است. + -
+ +

= Þ + -
+ +

=4 1

4 3
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7 12
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g g
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 Þ + - = + + Þ + - = + + Þ - - - =3 4 7 12 12 3 3 7 12 3 3 7 0
2 2 2 2 2 2( )g g g g g g g g g g g g  

 Þ - = Þ - = Þ2 10 0 2 10 0
2g g g g( ) g g g= - = Þ =0 2 10 0 5 IÄ  

  برای برنده شدن سینا، باید کوروش و امیر در پرتاب های خود بازنده شوند. موضوع مهم این است که سینا می تواند پس از پرتاب سوم 2261
برنده شود، اما ممکن است برنده هم نشود و حالا در پرتاب ششم فرصت دارد برنده شود؛ اما باز هم ممکن است بازی ادامه یابد و حالا در پرتاب 
نهم فرصت دارد. این روند تا بی نهایت ادامه دارد. در پرتاب های قبل از سینا همه باید بازنده باشند، حتی خود سینا در پرتاب های قبل از پرتاب آخر.

= سینا در پرتاب سوم برنده شود ´ ´( ) ( ) (
( ) ( )
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= سینا در پرتاب ششم برنده شود ´ )باخت کوروش( ´ )باخت امیر( ´ )باخت سینا( ´ )باخت کوروش( ´ )باخت امیر( )برد سینا(  
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) ضرب شده است تا عدد بعدی به دست بیاید. )( ) ( )3
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در عبارت بالا هر عدد در
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اگر دو عبارت را از هم کم کنیم، همهء جمله های دوم به بعد عبارت اولی حذف می شوند و فقط عدد اول باقی  می ماند:

 P P P P P P- ´ = Þ - = Þ = Þ = ¸( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3
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  تعداد عددهای سه رقمی بدون رقم تکراری را به دست می آوریم. ابتدا حالت های صدگان را تعیین می کنیم:2271
 9 9 8 9 9 8 648

·I¬kÅ ·I«Àj ·I§Ä
Þ ´ ´ = Þ 648 2 1296´ = هر رمز دو دقیقه طول می کشد. 
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  دو انتخاب داریم: مستقیم از A به B برویم یا ابتدا به C رفته و سپس به B برویم:2281
B به A مستقیم از = 3 مسیر  
B به C و سپس C به A از = = ´ =

® ®
 S²Ie  S²Ie2 3 2 3 6

A C C B
   

Þ = کل حالت ها + =3 6 9

 

  با توجه به تعداد رنگ های استفاده شده دسته بندی را انجام دهیم:2291
Þ یک رنگ استفاده کنیم Þ دو رنگ استفاده کنیم  4 حالت = ´ =4 3 4 3   حالت12
Þ سه رنگ استفاده کنیم Þ ´ ´ =4 3 2 4 3 2 حالت24 Þ چهار رنگ استفاده کنیم  Þ ´ ´ ´ =4 3 21 4 3 2 1 حالت24
Þ = کل حالت ها + + + =4 12 24 24 64  

  از گوشهء شکل آغاز کنیم. مربع گوشه را می توان به 4 حالت مختلف رنگ کرد، اما سه مربع مجاور به 3, 2 و 1 حالت رنگ می شوند. مربع 2301
A نباید هم رنگ دو مربع با حالت های 2 و 1 باشد اما می تواند 2 رنگ داشته باشد. پس مربع A، 2 حالت اما مربع B با مربع A و مربع های حالت های 

2 و 1 مجاور است و خود B فقط یک حالت دارد.
   Þ = ´ ´ ´ ´ ´ =ÁqÃ¶Aïªºn  ÁIÀïS²Ie ®¨ jHk÷U 4 3 2 1 2 1 48  

2311 z = g و زرد = , قرمز a =   آبی
از مستطیل گوشهء چپ بالا شروع کنیم، می توانیم آن را با a رنگی کنیم اما دو مستطیل پایین آن باید متفاوت 
باشند؛ یعنی g و z. برای رنگ کردن مستطیل سمت راست a, چاره ای جز رنگ کردن با z نداریم. برای رنگ کردن 

مستطیل )1( نیز چاره ای جز رنگ کردن با a نداریم و بقیهء مستطیل ها با همین الگو رنگ خواهند شد.
3 است. 2 6´ = پس برای انتخاب رنگ گوشهء چپ راست 3 انتخاب داریم و دو مستطیل پایین آن نیز در کل 2 حالت دارند. پس کل حالت های رنگی

2321. ( , )4 5 , ( , )3 6 , ( , )2 7 , ( , )1 8   عددهای 1 تا 8 را می توان به 4 دسته با مجموع های برابر تقسیم کرد:
پس هر دسته در مثلث های یک لوزی قرار خواهند گرفت. برای لوزی اول 4 حالت، لوزی دوم 3 حالت، لوزی سوم، 2 حالت و لوزی آخر یک حالت 

داریم. اما هر لوزی دو حالت دیگر نیز دارد، چه حالتی؟ این که مثلاً 8 بالا باشد یا 1 بالا باشد؟، یا 7 سمت راست باشد یا 2 سمت راست باشد؟

  
    Þ ´ ´ ´ ´ ´ ´ = ´( ) ( ) !4 3 2 1 2 2 2 2 4 16  

  برای حل این مسئله بیشترین مقدار ممکن را به دست آورده و کوچک ترین مقدار را نیز محاسبه می کنیم:2331
Þ هر سه تاس 6 بیاید + + = Þ6 6 6 18 Þ هر سه تاس 1 بیاید                بیشترین + + = Þ1 1 1 3 کم ترین  

حالا سؤال این جاست. آیا همهء عددهای بین 3 و 18 
را می توان ساخت؟ جواب: »بله«.

جدول الگویابی:

تاساول332221...6665

تاسدوم322211...6655

تاسسوم222111...6555

جمعسهتاس876543...18171615
) عدد وجود دارد.   )18 3 1 16- + = از 3 تا 18،

  عدد 1000، رقم 9 ندارد و آن را کنار می گذاریم. عددهای 1 تا 999 را به سه دسته تقسیم می کنیم. یک رقمی ها، دو رقمی ها و سه رقمی ها.2341
= تعداد اعداد یک رقمی بدون رقم 9 8 تا  
= تعداد اعداد دورقمی بدون رقم 9 ´ = ´ =8 9

8 9 72·I«Àj  ÁIÀïS²Ie ·I§Ä  ÁIÀïS²Ie  

= تعداد اعداد سه رقمی بدون رقم 9 ´ ´ = ´ ´ =8 9 9
8 9 9 6·I¬kÅ  ÁIÀïS²Ie ·I«Àj  ÁIÀïS²Ie ·I§Ä  ÁIÀïS²Ie 448  

= تعداد اعدادی که رقم 9 ندارند + + + =8 72 648 1 729  
= تعداد اعدادی که رقم 9 دارند. - =1000 729 271 حالا از اصل متمم استفاده می کنیم؛ یعنی عددهایی که رقم 9 ندارند را از کل عددها کم می کنیم: 
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  عددهایی با رقم 1 یا 3 به حالت های زیر تقسیم بندی می شوند:2351
Ü فقط یک عدد داریم. حالتاول: همهء ده رقم 1 باشد

 31111111 13111111 11311111 11111113, , , , Þ 8 عدد حالتدوم:یک رقم 3 و هفت رقم 1 باشد: 
331111حالتسوم:دو رقم 3 و چهار رقم 1 باشد:  313111 311311 311131 311113

133111 131311 131131 131

, , , ,
, , , 1113

113311 113131 113113

111331 111313

111133

, ,
,

ü

ý

ï
ïï

þ

ï
ï
ï

Þ 15 عدد  

 3331 3313 3133 1333, , , حالتچهارم: سه رقم 3 و یک رقم 1 باشد: 
Þ و در کل + + + =1 8 15 4 28  

A بوده و مجموع اعضای آن ها به ترتیب زوج و فرد باشد، می توان گفت عدد 1، 2361 B = Æ   برای ساختن زیرمجموعه های A و B که
یا عضو A است یا عضو B و 2 حالت دارد. عددهای 2 و 3 و 4 نیز به همین ترتیب هر کدام 2 حالت دارند و می توانند عضو A یا B باشند.

دقتکنید!!! مجموع اعداد 1، 2، 3، 4 برابر 10 است که عددی زوج است. پس تا این جا باید A و B یا هر دو هم زمان فرد یا هر دو هم زمان زوج 
 B زوج بود به B اضافه می شود. اگر مجموع اعضای A فرد بود، به مجموعهء A باشند. حالا وضعیت عضو 5 مشخص می شود. اگر مجموع اعضای
 2 2 2 2 1 16´ ´ ´ ´ = اضافه می شود و عضو 5، 1 حالت خواهد داشت و تعداد کل حالت ها برابر است با: 

2371 { , , , , }2 4 6 8 10   حاصل جمع 2 عدد به شرطی زوج است که یا هر دو فرد یا هر دو زوج باشند. در بین اعداد 1 تا 11، 5 عدد زوج
} داریم. پس جواب مسئله، حاصل جمع انتخاب 2 عدد از هر مجموعه است. , , , , , }1 3 5 7 9 11 و 6 عدد فرد

 

joÎ jkø »j

Z»p jkø

5

2

6

2

5 4

2

6 5

2
10 15 25

2

( ) + ( ) = ´ + ´ = + =
�

�
 

2 می باشد. پس تعداد 2381 4 6 8 10 12, , , , , 1 و 6 عضو زوج 3 5 7 9 11, , , , , } دارای 6 عضو فرد , , , , , , , }1 2 3 4 5 11 12   مجموعهء
زیرمجموعه های شش عضوی با 4 عضو زوج و 2 عضو فرد به صورت زیر محاسبه می شود:

 
4

6

4

6

2

2

( )
´

( )
=

Z»p ¼ñø  ÁIÀïS²Ie jHk÷U joÎ ¼ñø  ÁIÀïS²Ie jHk÷U
66

4 2

6

4 2

6 5

2

6 5

2
15 225

3 3

2!
! !

!
! !´

´
´

= ´ ´ ´ = =  

  برای  ساختن یک عدد سه رقمی با خاصیت این که صدگان از دهگان و دهگان از یکان بیشتر باشد، حتماً به سه رقم متمایز نیاز داریم 2391
و هر سه  رقمی که انتخاب کنیم می توانیم آن را با همین شرط بچینیم. پس جواب، همان انتخاب 3 رقم از 10 رقم است.

 10
3

10

3 7

10 9 8

3

720

6
120( ) = = ´ ´ = =!

! ! !
 

  اگر تعداد مهمان ها n باشد، تعداد دست دادن ها برابر انتخاب 2 از n خواهد بود، چون هر دو نفر با هم، یک عمل »دست دادن« انجام 2401

 n n n n n n
2

28
1

2
28 1 56 8( ) = Þ - = Þ - = Þ =( ) ( ) می دهند. 

  نقطه های روی محیط دایره هیچ گاه روی یک خط راست قرار نمی گیرند و هر سه نقطه ای که انتخاب کنیم، یک مثلث ساخته می شود. 2411

 5

3

5 4 3

3

60

6
10( ) = ´ ´ = =

!
پس جواب انتخاب، 3 نقطه از 5 نقطه است: 

  برای ساخت مثلث به سه رأس نیاز داریم اما رأس های انتخاب شده نباید روی یک خط راست باشد، چون نقاط روی یک خط راست، 2421
مثلث نمی سازند.

ابتدا حالت های انتخاب 3 رأس را به دست می آوریم، سپس حالت هایی که سه نقطه روی یک خط هستند را کم می کنیم. 

= کل حالت های انتخاب 3 رأس ( ) = ´ ´ = ´ ´ =7

3

7 6 5

3

7 6 5

6
35

!
 

 35 3 32- = سه نقطهء انتخابی روی پاره خط های AD ,AC و BE را باید از کل کم کرد: 
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  مسافت طی شده وقتی حداقل است که فقط در جهت های  یا  حرکت کنیم.2431
این مسیرها و دیگر  در شکل ها سه مسیر مختلف داده شده اند. همهء 
مسیرها در این مسئله حتماً سه تا علامت  و 2 تا علامت  دارد و 
به هر طریق دلخواه اگر آن ها را بچینیم، از A به B می رسیم. در این جا 

از رابطهء جایگشت با تکرار استفاده کنیم )به درس نامه مراجعه کنید(:

Þ = = ´ =IÀoÃv¶ ®¨ jHk÷U 5

3 2

5 4

2
10

!
! !

  ممکن است بگویید 3 توپ کافی است، 3 توپ برداشتن و به نتیجه رسیدن برای خوش شانس ترین فرد است. اما ممکن است فرد 2441
دیگری این قدر خوش شانس نباشد و مسئله به دنبال جواب حتمی است. پس ما بدشانس ترین را انتخاب می کنیم، بدشانس ترین فرد، ابتدا 5 توپ 
 5 4 1 10+ + = فوتبال، سپس 4 توپ بسکتبال برمی دارد. حالا یک توپ که بردارد، حتماً سه توپ از سه ورزش دارد. 

  مانند مسئلهء قبلی باید حالتی را در نظر بگیریم که بدشانس ترین حالت باشد. بدشانس ترین فرد، ابتدا 3 مهرهء آبی، سپس 4 مهرهء 2451
قرمز، سپس 4 مهرهء سیاه و 4 مهرهء سفید برمی دارد. حالا هر مهره ای بردارد، 5 مهره از سیاه یا سفید دارد و تعداد کل مهرهء موردنظر بدشانس ترین 

3 است. 4 4 4 1 16+ + + + = فرد
  هر سه نفری که انتخاب می کنیم، حداقل یکی عینک دارد. چه زمانی نمی توانیم این کار را بکنیم؟ وقتی که سه نفر باشند که عینک 2461

نداشته باشند و ما این سه نفر را انتخاب خواهیم کرد. پس 3 نفر بدون عینک درست نیست و حداکثر دو نفر می توانند بدون عینک باشند. دو نفر 
بدون عینک، 40 نفر با عینک. در کل 42 نفر به اردو رفته اند.

2471  
مسیر مقابل را دنبال کنید تا به جواب 
برسید. در هر مرحله سعی کردیم، نقطهء 
نقطهء  که  کنیم  انتخاب  طوری  را  بعد 
جدید به بیشترین نقطهء ممکن و بدون 

قطع کردن خطوط دیگر وصل شود.

 ® ® ®

و در کل 9 پاره خط داریم، این تفکر از رسم شکل های قبل حاصل شده 
است. اگر چنین شکل هایی کشیده بودید باید با فکرکردن ادامه می دادید.

  ابتدا بررسی می  کنیم »چه زیرمجموعه هایی »نارنجک« نیستند؟« خب! مجموعهء تهی »نارنجک« نیست، زیرمجموعه ای که هیچ عددی 2481
= تعداد زیرمجموعه هایی که هیچ عدد زوجی ندارد.فرد یا هیچ عددی زوج ندارد، »نارنجک« نیست. ´ ´ ´ - =

¯
2 2 2 2 1 15

7 5 3 1

¦Ä  oÀ ·j¼Lº IÄ ·j¼M S²Ie
joÎ ÁIÀjkø pH , , ,

� �� ��
ÂÂ¿U S²Ie

 

تعداد زیرمجموعه هایی که هیچ عدد فردی ندارند نیز دقیقاً مانند زیرمجموعه هایی است که عدد زوج ندارند؛ یعنی 15 تا.
زیرمجموعهء دیگری که نارنجک نیست، زیرمجموعه ای است که دقیقاً یک عدد فرد یا دقیقاً یک عدد زوج دارد. تعداد این دو دسته زیرمجموعه هم 

kºnHj.با هم مساوی است. Z»p ¼ñø ¦Ä ÓI£Ã¤j ¾¨ ÂÄIÀï¾ø¼µ\¶oÄp jHk÷U = ´ ´ ´ ´ =
¯

2 2 2 2 4� �� �� 664

·j¼Lº IÄ ·j¼M S²Ie jHkøH pH Â§Ä j¼]»
joÎ jHkøH pH ¦Ä oÀ  8 IÄ 6 IÄ 4 IÄ 22 Z»p

7 5 3 1, , ,

 

در نتیجه تعداد زیرمجموعه هایی که دقیقاً یک عدد فرد دارند هم 64 تا است.
= تعداد زیرمجموعه هایی که »نارنجک« نیستند. + + + =1 15 64 64 159  
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  مسیرهای مورچه به شکل روبه رو خواهند بود.2491

  ابتدا یک مسئلهء ساده تر حل کنیم. فرض کنیم مثلث داده شده کوچک تر بود و مانند  بود؛ یعنی به جای 11 ردیفی که شکل 2501
اولیه دارد، 4 ردیف داشت.

/ روی شکل می شماریم. \ و ، - ،  و  را با علامت هر هشت تایی 
  Þ + + = ´ =3 1 2 3 3 6 18( )  

30 تا 3 1 2 3 4= + + +( ) حالا اگر یک ردیف به کل دایره ها اضافه می شد، تعداد هشت تایی ها برابر می شد با: 
 3 1 2 3 9 10 3 55 165( ) ( )+ + + + + = = حالا که 11 ردیف داریم، تعداد هشت تایی ها برابر است با: 

  برای زوج شدن حاصل ضرب دو عدد، می توان یک زوج و یک فرد یا هر دو را زوج انتخاب کرد.2511

 

S²Ie S²Ie 
Z»p Â¶»j jkø

S²Ie
Z»p Â²»H jk

joÎ Â²»H jkø
3 2

3 2 6

2

Þ ´ =

øø
S²Ie

joÎ Â¶»j jkø

S²Ie
Z»p Â²»H jkø

S²Ie
Z»p Â¶»j jk

3
2 3 6

2 1

Þ ´ =

øø
Þ ´ =

ü

ý

ï
ï
ï

þ

ï
ï
ï

¾ ®¾¾ + + =+

2 1 2

6 6 2 14
( )  

= احتمال موردنظر = =14

20

70

100
0 7/ 5 است.  4 20´ =  S²Ie و

Â²»H jkø
5  S²Ie

Â¶»j jkø
4 تعداد کل حالت ها نیز برابر

5 حالت کنار هم قرار 2521 4 3 2 1 5´ ´ ´ ´ =   ابتدا تعداد کل حالت ها را به دست بیاوریم. 5 حرف داریم و این حرف ها می توانند به!
بگیرند. حالا دو حرف »س« و »د« را در کنار هم و یک حرف در نظر می گیریم. با این کار، حالا 4 حرف متمایز داریم، البته خود »س« و »د« می توانند 

خودشان با هم جا عوض کنند که کل حالت ها در 2 ضرب می شود. 

= احتمال موردنظر ´ = ´ ´ ´ ´
´ ´ ´ ´

=4 2

5

4 3 2 1 2

5 4 3 2 1

2

5

!
!

 

46 است، چون هر خانه 4 حالت دارد. 2531   تعداد کل حالت های مختلف رنگ کردن خانه ها برابر

برای رنگ کردن خانهء اول، 4 حالت داریم، برای رنگ کردن خانهء دوم فقط باید رنگ خانهء اول را انتخاب نکنیم که 3 حالت داریم. برای انتخاب رنگ 
خانهء سوم، فقط باید رنگ خانهء دوم را انتخاب نکنیم و دوباره 3 حالت و به همین ترتیب ادامه می دهیم:

= احتمال موردنظر  ´ = =4 3

4

3

4

3

4

5

6

5

5

5( )         

  برای رسیدن از نقطهء A به B، در کل 6 مسیر مختلف با 2541
( داریم. 3 = کوتاه ترین طول )طول مسیر

از D عبور نمی کند.  مسیری که از C می گذرد و کوتاه ترین است، اصلاً 
= احتمال موردنظر =2

6

1

3
پس حالت های مطلوب 2 است. 

  به شکل مقابل نگاه کنید، به هر کدام از خط های 1, 2, 3 و 4 که رسیده باشید، 3 حالت 2551
3 خواهد بود. 3 3 3 81´ ´ ´ = برای ادامهء مسیر دارید و جواب
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  ابتدا بررسی کنیم که کلمهء »خیلی« را به چند حالت می توان ساخت. اگر از بالاترین )خ( شروع کنیم، فقط یک راه داریم. از )خ( پایین 2561

. حالا شکل را، از سمت راست شکل در نظر بگیرید، هر چه مسیر این طرف وجود دارد، در سمت چپ نیز وجود دارد؛  بیاییم تا به )ی( برسیم: 
چون شکل متقارن است.

   Þ Þ   یا      یا       3 حالت  

برای حالت  هم 3 حالت داریم و برای )خ ی ل ی( 1 حالت، پس کل حالت ها برای ساخت »خیلی« برابر است با:

 ( ) ( )1 3 3 1 1 1 3 3 1 17+ + + + + + + + =
Oa Sµw ôw» SwHn Sµw

 
برای ساختن کلمهء  »سبز« در کل 7 حالت داریم:

   یا      یا      یا      یا      یا      یا    : 
»خیلی« را که ساختیم از پایین ترین )ی( با یک حرف، به بالاترین )س( می رسیم و در پایان می توان نوشت:

 
17 7

17 7 119
(Â±Ãi) ÁIÀïS²Ie (qLw) ÁIÀïS²Ie

= ´ =  

  ابتدا بررسی کنیم که عددها را چه طور باید چید؟ عدد x در تقاطع سطر و ستون قرار دارد و در هر 2571
سطر و ستون حاصل جمع 21 است.

 ·¼Tw oõw
 IU 

+ = + + + + + + + = ´ = Þ + + + + + + +( ) ( )a x b c m x n p x a b c m n p x21 2 42

8 2  ÁIÀjkø Íµ]ï®ÅIe=

= Þ =
35

42 7� ���� ���� x

 ( , , )a b c ) و , , )m n p اما عدد 7 حتماً در محل اتصال سطر و ستون قرار دارد 
باید مساوی 14   ( )a b c+ + ) و )m n p+ + انتخاب می شوند؟ حاصل چه طور 
) می توانیم  , , )a b c ) و , , )m n p با 7، مساوی 21 خواهد شد. به جای شود که 
) را قرار دهیم پس دو حالت مقابل را داریم. حالت های  , , )2 4 8 ) یا , , )3 5 6 عددهای

هر مربع را با )3( یا )2( یا )1( نوشتیم.
= کل حالت ها + =36 36 723 3 36! !´ =3 3 36! !´ =

  از نقطهء A آغاز می کنیم. برای هر نقطه روی شکل یک عدد می سازیم؛ این عدد مساوی تعداد راه هایی 2581
است که به آن نقطه می رسند. مثلًا راه رسیدن به نقطهء N ,M و P فقط یکی است. پس برای N ،M و P می نویسیم: 1

.P می رسیم، هم از O به N 2 می نویسیم، چون هم از ،O اما برای

شکل مقابل با همین روش )که معروف به روش پاسکال است( نوشته شده است.

برای رسیدن به B، 70 مسیر مختلف با کوتاه ترین طول وجود دارد. 
) است. تعداد حالت های روشن بودن 3 لامپ از 6 لامپ، برابر انتخاب 2591 )2 64

6 =   تعداد کل حالت های روشن یا خاموش بودن لامپ ها

 6

3

6 5 4

3

6 5 4

6
20( ) = ´ ´ = ´ ´ =

!
3 از 6 می باشد: 

= تعداد حالت های 4 لامپ روشن ( ) = = ´ ´ ´ =6

4

6

4 2

6 5 4 3

4
15

!
! ! !

, = تعداد حالت های 5 لامپ روشن ( ) = =6

5

6

5 1
6

!
! !

 

1= تعداد حالت های 6 لامپ روشن , = کل حالت های مطلوب + + + = Þ20 15 6 1 42 = احتمال موردنظر =42

64

21

32
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26 است.2601 n برابر S( )   روشاول:تعداد کل حالت ها یا
باید در ششمین پرتاب، سومین »رو« بیاید، پس تکلیف ششمین پرتاب معلوم است و باید »رو« باشد. در بین 5 پرتاب اول، حتماً باید دوتا »رو« و بقیه 

»پشت« بیاید. تعداد حالت های این پیشامد 10تا است:
پ پ پ ر ر , پ پ ر پ ر , پ ر پ پ ر , پ ر پ پ ر , ر پ پ پ ر , پ پ ر ر پ , پ ر پ ر پ , ر پ پ ر پ , پ ر ر پ پ , ر پ ر پ پ , ر ر پ پ پ  

= احتمال موردنظر =10

64

5

32
 

 n S( ) = 2
6 روشدوم:تعداد حالت های »رو« آمدن دو سکه در 5 پرتاب را می توان از رابطهء انتخاب 2تا از 5تا به دست آورد. 

 n A( ) = ( ) = ´ = Þ5

2

5 4

2
10 = احتمال موردنظر =10

64

5

32
 

  تعداد کل مربع ها بدون در نظرگرفتن رنگ آن ها را می توان از محاسبهء عبارت زیر به دست آورد:2611

 
1 3 5

6 6 5 5

 Í±ò IM IÀïÍMo¶ Í±ò IM IÀïÍMo¶  Í±ò IM IÀïÍMo¶
( ) ( )´ + ´ ++ ´ + ´ + ´ + ´ = + + + + + =( ) ( ) ( ) ( )4 4 3 3 2 2 1 1 36 25 16 9 4 1 71

2Í±ò IM IÀïÍMo¶ 44Í±ò IM IÀïÍMo¶ 6Í±ò IM ïÍMo¶
 

اما برای مربع هایی که بیش از نصف آن ها رنگی است نیز، از نظم اندازه و از کوچک  به بزرگ شروع کنیم.

= مربع های به ضلع 1 که بیش از نصف آن رنگی است. = مربع های کوچک که کل آن ها رنگی است. = نصف کل مربع های کوچک ´ =6 6

2
18  

= مربع های به ضلع 2 که بیش از نصف آن ها رنگی است. Þ0 هر مربع به ضلع 2 را در نظر بگیرید، دقیقاً نیمی از آن ها رنگی است.  
1 رنگ شده است.

2
در شکل داده شده، هیچ مربع زوج ضلعی که بیش از نصف آن رنگی باشد، نداریم. در همگی آن ها دقیقاً

 یا  یا  یا  یا  یا 

) دو حالت اتفاق  )5 5´ ) و )3 3´ در مربع های
در  و  نصف  از  بیش  آن ها  از  برخی  در  می افتد. 

برخی دیگر کم تر از نصف رنگی است.

    

= تعداد حالت های مطلوب + + = Þ18 8 2 28 = احتمال موردنظر 28

71
 

2621 7 6 5 4 3 3 21 7Þ =n S( ) !   ابتدا کل حالت ها را پیدا کنیم. 7 رقم داریم و یک عدد 7 رقمی بدون تکرار: 
عددهایی به 25 بخش پذیرند که دو رقم سمت راست آن ها 00، 25، 50 و 75 باشد. چون رقم صفر نداریم، فقط دو حالت 25 و 75 به دست می آید. 

دو رقم آخر را قرار داده و در جاهای دیگر حالت ها را می نویسیم:

 
5 4 3 21 2 5 5

5 4 3 21 7 5 5

5 2

Þ

Þ
¾ ®¾¾ ´ =+!

!
! ( )( ) n A  P A n A

n S
( ) ( )

( )
!
!

= = ´ =
´

=5 2

7

2

7 6

1

21
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2631 n S( ) = ( ) = ´ =9

2

9 8

2
36   تعداد کل حالت ها برابر انتخاب 2تا از 9تا است: 

برای فردشدن مجموع دو عدد انتخابی، یکی باید زوج و دیگری باید فرد باشد.
S²Ie

Z»p jkø JIhTºH
S²Ie

joÎ jkø JIhTºH
4 5

4 5 20= ´ = Þ = احتمال موردنظر  =20

36

5

9
 

،  را انجام 2641 ,  و دو حرکت   ,   برای رسیدن از A به B و با کوتاه ترین طول، باید در همهء حالت ها، سه حرکت 
دهیم. پس تعداد حالت های کنار هم قرارگرفتن این حرکت را به دست می آوریم. از روش جایگشت با تکرار استفاده کنیم:

 5

2 3

5 4

2

20

2
10

!
! ! !

= ´ = =  
به شکل  نمی کنند  C عبور  نقطهء  از  مسیرهایی که 

مقابل هستند که 4تا مسیر هستند.

          
Þ C احتمال عبورنکردن از نقطهء = =4

10

2

5
 

  ابتدا تعداد کل مسیرها از A تا B را به دست 2651
 D به A می آوریم. مسیر را به دو قسمت تبدیل می کنیم، از
و از D به B. 6 مسیر از A به D داریم و 2 مسیر از D به 

) مسیر مختلف داریم: )6 2 12´ = B به A در کل از .B

         
برای شمارش تعداد مسیرهایی که از نقطهء C عبور نمی کند، ابتدا مسیرهای عبوری از نقطهء C را پیدا می کنیم و از کل مسیرها کم می کنیم. برای 
رسیدن از A به B با عبور از C، ابتدا از A به C در دو مسیر، از C به D در دو مسیر و از D به A در دو مسیر می توانیم عبور کنیم. تعداد کل 
= تعداد مسیرهایی که از C عبور نمی کنند - =12 8 4 2 است.  2 2 8´ ´ = مسیرهای عبوری از نقطهء C برابر

C احتمال عبورنکردن از نقطهء = =4

12

1

3
 

> عدد قرمز باشد، می توان 2661 > عدد آبی 6 است. برای آن که تعداد حالت های عدد زرد 216
3 =   تعداد کل حالت های ممکن برابر

} ساخته  , , , , , }1 2 3 4 5 6 این حالت را در نظر گرفت که مثلاً زرد، آبی و قرمز به ترتیب یکان، دهگان و صدگان عددی سه رقمی هستند که فقط با
> صدگان باشد. > دهگان می شوند. پس 3تا عدد از این مجموعه انتخاب کرده و طوری می چینیم که یکان

= تعداد حالت های مطلوب ( ) = ´ ´ = = Þ6

3

6 5 4

3

120

6
20

!
= احتمال موردنظر =20

216

5

54
 

  ابتدا کل حالت های ممکن را حساب کنیم، افراد نوبت به نوبت شناسنامه ها را انتخاب می کنند. 2671
انتخاب دارند. سپس تعداد کل  نفر چهارم 1  انتخاب و  نفر سوم دو  انتخاب و  نفر دوم 3  انتخاب،  نفر اول 4 

24 است. 4 3 2 1= ´ ´ ´ حالت های ممکن
حالا حالت های مطلوب را بشماریم. ابتدا حالتی که فقط دو نفر درست شناسنامهء خود را بردارند. اگر نام افراد 
C ،B ،A وD و شناسنامهء درست هر کدام آن ها به ترتیب c ،b ،a  و d باشد، جدول روبه رو حالت هایی که فقط 

دو نفر شناسنامهء خود را بردارند را نشان می دهد.
و فقط یک حالت وجود دارد که بیش از دو نفر شناسنامه شان را درست بردارند و آن حالتی که همه، شناسنامهء 

خود را درست بردارند. در نتیجه:
= تعداد حالت های مطلوب + =6 1 7  
= احتمال موردنظر 7

24
 

DCBA

cdba

bcda

dbca

acbd

dabc

dcab
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  تعداد دانش آموزان چپ دست را x در نظر بگیریم. راست دست ها 40 درصد بیشتر از چپ دست ها هستند و می توان گفت:2681
= تعداد راست دست ها + =x x x0 4 1 4/ /  

.2 4 1 4/ /x x x= + پس تعداد کل دانش آموزان برابر

: n x= 2 4/ n استفاده می کنیم. پس در این جا n( )-1
2

برای انتخاب دو نفر از n نفر، از رابطهء

= تعداد کل انتخاب های دونفره -2 4 2 4 1

2

/ ( / )x x  

 Swj SwHn @ Swj Oa ´ÃU ÁIÀïS²Ie jHk÷U Swj Oa jHk÷U Swj SwHn= ´( ) (   jHk÷U) /= ´x x1 4  

= احتمال انتخاب تیم راست دست ـ چپ دست ´
-

= Þ ´ = -x x
x x

x x x1 4

2 4 2 4 1

2

1

2
2 1 4

2 4 2 4 1

2

2/

( / ( / ))
/ / ( / )  

 Þ ´ ´ = - Þ = - Þ - = Þ2 2 1 4 2 4 2 4 1 5 6 5 76 2 4 5 76 5 6 2 4 0 1
2/ / ( / ) / / / / / / /x x x x x x x
x

66 2 4x = /  

 Þ = Þ =x x2 4

0 16
15

/
/

 
= تعداد کل = ´ =2 4 2 4 15 36/ /x  

) روی هر کدام از رنگ ها برابر تقسیم زاویهء مرکزی آن بر 360 درجه است.2691 )®   احتمال قرارگرفتن علامت

= زاویهء مرکزی سفید - + + + =360 53 29 37 91 150( )  ) روی ناحیهء سفید  ) = احتمال قرارگرفتن = =150

360

15

36

5

12

20- ناحیهء منفی 2701 ]، صفر تا 10 ناحیهء مثبت و صفر تا , ]-20 10   دو عدد انتخاب شده یا باید مثبت یا هر دو منفی باشد. در بازهء
2 است.

3
انتخاب هر عدد منفی 1 و 

3
انتخاب هر عدد مثبت برابر 20 است، پس احتمال  برابر 10 و طول ناحیهء منفی  است. طول ناحیهء مثبت 

 
SLX¶ jkø »j oÀ ÏIµTeH

Âÿ¹¶ jkø »j oÀ ÏIµTeH

= ´ =

= ´ =

1

3

1

3

1

9

2

3

2

3

44

9

1

9

1

4

5

9

ü

ý
ï

þ
ï

¾ ®¾¾ + =+( )  

2711 Æ ÆA B+ =120   اندازهء یک زاویه برابر 60 درجه است، پس مجموع دو زاویهء دیگر مانند A و B برابر 120 خواهد بود. 
ÆB می توانند بین صفر تا 120 درجه باشند. یعنی مقدار  ÆA و ÆB تند باشند؛ هر کدام از زاویه های  ÆA و زاویهء C تند است، برای آن که هر دو زاویهء

هر کدام می تواند روی پاره خط مقابل قرار بگیرد. 

 P = = -90 30

120 0

90 30

12

IU  pH  ôiï½nIQ  Ï¼ö
IU  pH  ôiï½nIQ  Ï¼ö 00 0

60

120

1

2-
= = اگر A یا B )فرقی نمی کند( بین 30 تا 90 باشند، مثلث حتماً 3 زاویهء تند خواهد داشت. 

= مساحت کل صفحه2721 ´ ´ =15 15 225p p    
= مساحت ناحیهء تیره - مساحت دایره با شعاع 10 مساحت دایره با شعاع 5 = ´ ´ - ´ ´ = - =10 10 5 5 100 25 75p p p p p  

 Þ =½oÃU â¾ÃeIº IM jn¼ioM  ÏIµTeH
½oÃU  â¾ÃeIº  SeIv¶
¾dÿÅ  ®¨   SeIv¶

= =75

225

1

3

p
p

 

  قورباغهء موردنظر می تواند در هر پرش، در هر جهت دلخواه پرش کند. اما اگر روی یک خط راست 2731
بپرد در نهایت به محیط دایره ای به شعاع سه متر از نقطهء شروع می رسد. شکل مقابل فاصله های مختلف قورباغه را 
از نقطهء شروع پس از سه پرش نشان می دهد، بعضی از پرش های مختلفی که قورباغه می تواند بپرد را نشان داده ایم:

پس بی شمار نوع و شکل برای سه پرش وجود دارد، پس شمارش آن ها بی معنی است. 
نقطهء پایانی می تواند در سه ناحیه با توجه به نوع پرش ها قرار بگیرد:  فاصله صفر تا 1 از نقطهء شروع  فاصلهء 

1 تا 2 از نقطهء شروع )ناحیهء A(  فاصلهء 2 تا 3 از نقطهء شروع. 

= احتمال قرارگیری قورباغه در فاصلهء 1 تا 2 از نقطهء شروع =A  â¾ÃeIº SeIv¶
 ÌI÷{  ¾M  ½oÄHj  SeIv¶

 ÌI÷{  ¾M  ½oÄHj 
2

2 SSeIv¶   ÌI÷{  ¾M ½oÄHj  SeIv¶
 ÌI÷{ ¾M  ½oÄHj  SeIv¶

-1
3

 

 = ´ ´ - ´ ´
´ ´

= - = =2 2 1 1

3 3

4

9

3

9

1

3

p p
p

p p
p

p
p

 

ریاضینهمتیزهوشان 46

telegram.me/medabook_com   www.medabook.com

مشاوره و راھنمای انتخاب بھترین منابع کنکور : 021-28425210




