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) نـــــــــمـآآــــــــمزآ

)فصل اول( 1 اگرn2 مضربی از 3 باشد، نشان دهید که n  نیز مضربی از 3  است. 
 

)فصل اول( 2 ؟  9 | a a و  | 108 چند عدد طبیعی مانند a داریم، به طوری که 
 

)فصل اول( 3  . a b
n
≡ n ثابت کنید  m| a و  b

m
≡ اگر 

 
)فصل اول( 4 آیا می توان یک کیسۀ 19 کیلویی را با وزنه های 3 و 4 کیلویی وزن کرد؟ 

 
)فصل دوم( 5 E به صورت زیر داده شده اند. با توجه به آن ها شکل گراف موردنظر را رسم کنید.  G( ) V و  G( ) دو مجموعۀ 

V G v v v

E G v v v v v v v v

( ) = { }
( ) = { }

1 2 6

1 4 2 5 6 1 5 1

, , ...,

, , ,
 

)فصل دوم( 6 n نباشد. 
∆ +





1

گرافی را مشخص کنید که عدد احاطه گری آن، 
 

)فصل دوم( 7 در گراف شکل زیر، چند مجموعۀ 4 عضوی می توان نوشت که احاطه گر نباشد؟ 

 
 

)فصل دوم( 8 C6  عدد احاطه گری را به دست آورید.  در گراف 
 

)فصل سوم( 9 با حروف کلمۀ انتخابات چند کلمۀ 8 حرفی می توان نوشت که حرف های »ت« کنار هم باشند؟  
 

)فصل سوم( 10 متعامد بودن دو مربع لاتین داده شده را بررسی کنید. 

213321

132213

321132

 
)فصل سوم( 11 تعداد جواب های صحیح و نامنفی معادله زیر را به دست آورید.  

x x x x1 2 3 4 3+ + + =   xi ≥ 0 1 ؛  4≤ ≤i ππ  
 

)فصل سوم( 12 1 و بر هیچ یک از اعداد 4، 5 و 6 بخش پذیر نباشد؟  350≤ ≤n چند عدد طبیعی مانند n وجود دارد، به طوری که 
 

)فصل سوم( 13 ثابت کنید در بین هر 368 نفر حداقل دو نفر هستند که در یک روز متولد شده اند؟ 

) نـــــــــمـ)6ــــــــمزآ
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) نـــــــــمـآآــــــــمزآ

گسسته ریاضیات 

)فصل اول( 1  . ba
a
b++ ≤≤ −−2 ، ثابت کنید:  ab اگر a  و b  اعداد حقیقی باشند و0>>

 
)فصل اول( 2 ثابت کنید حاصل ضرب هر عدد گویای ناصفر در یک عدد گنگ، عددی گنگ است. 

 
)فصل اول( 3  . a = 5 a یا  = ) را عاد کند، ثابت کنید: 1 )7 6k + ) و  )9 7k + اگر a عددی طبیعی باشد و دو عدد 

 
در یک رستوران فقط دو نوع غذا، قورمه سبزی و قیمه وجود دارد. اگر 5 نفر وارد این رستوران شوند به چند طریق می توانند سفارش غذا  4

)فصل اول( بدهند؟ )هر نفر فقط یک پرس غذا میل می کند.( 
 

)فصل دوم( 5 گراف G  را درنظر بگیرید. 
E را بنویسید.  G( ) V و  G( ) الف( مجموعۀ 

δδ را مشخص کنید.                                                                     G( ) ∆ و  G( ) ب( 
پ( مجموعۀ همسایه های رأس های f و g و e را بنویسید. 

N، آنگاه x کدام رأس است؟ x a cG ( ) = { }, ت( اگر 
 

، حداقل و حداکثر  6 ∆ G( ) ، در این صورت به چه ویژگی هایی از گراف G می توان پی برد؟) ϒϒ G(( )) اگر برای گراف G داشته باشیم، 1==

)فصل دوم( تعداد یال های را که گراف G می تواند داشته باشد، مشخص کنید.( 
 

)فصل دوم( 7 عدد احاطه گری شکل مقابل را مشخص کنید. 

 
)فصل دوم( 8 P5  را پیدا کنید.  عدد احاطه گری 

 
)فصل سوم( 9 5 بنویسید.    5× دو مربع لاتین 

 
)فصل سوم( 10 چند مسیر از  A  به B  وجود دارد، به طوری که فقط مجاز باشیم به سمت راست یا بالا حرکت کنیم؟ 

  
)فصل سوم( 11 تعداد جواب های صحیح و نامنفی معادلۀ زیر را به دست آورید. 

x x x x x1 2 3 4 53 11+ + + + =   xi ≥ 0  ، 1 5≤ ≤i ππ   
B اسـت؟ چه تعـداد از ایـن توابع یک به یک  12 = A و 4 = f می توان تعریـف کرد، اگـر بدانیم 5 A B:  →  چـه تعـداد تابـع ماننـد 

)فصل سوم( هستند؟ 

 
اگر یک قفل رمزدار شامل 4 رقم از صفر تا 9 باشد و بدانیم که رمز بسته شده روی قفل حداقل یک رقم 7 و یک رقم 8 را شامل می شود  13

)فصل سوم( و امتحان کردن هر رمز 4 رقمی 5 ثانیه طول می کشد، حداکثر زمانی که لازم است تا این قفل باز شود، چند ثانیه است؟ 
 

)فصل سوم( 14 ثابت کنید اگر در یک دبیرستان 505 دانش آموز مشغول تحصیل باشند، لااقل 7 نفر از آن ها روز و ماه تولدشان یکسان است. 

) نـــــــــمـ)7ــــــــمزآ
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) نـــــــــمـآآــــــــمزآ

گسسته ریاضیات 

)فصل اول( 1 ثابت کنید حاصل ضرب سه عدد متوالی همراه بر 3 بخش پذیر است. 
 

2 a b b2 1 2++ ≥≥ −−( ) اگر a و b  دو عدد حقیقی باشند، با استفاده از استدلال بازگشتی، درستی رابطۀ روبه رو را بررسی کنید: 
)فصل اول(  

 
)فصل اول( 3  . a mb nc| ± ، نشان دهید  a c| a و  b| اگر 

 
)فصل اول( 4 ثابت کنید اگر n عدد صحیح و n2 فرد باشد، n نیز فرد است. 

 
)فصل اول( 5 a∈Z  باشد، آنگاه d  را پیدا کنید.  d  و  a a a= − − +( , )5 6 32 اگر 

 
اگر در یک تقسیم 140 واحد به مقسوم، اضافه و 3 واحد از مقسوم علیه کم  کنیم، از باقی مانده، 7 واحد کم می شود و خارج قسمت تغییر  6

)فصل اول( نمی کند. خارج قسمت را به دست آورید. 
 

)فصل اول( 7 A را بر 10 به دست آورید.  = + + + +1 2 3 500! ! ! ... باقی ماندۀ تقسیم !
 

)فصل اول( 8 7 را محاسبه کنید.  373 25+ رقم یکان 
 

9 a b a c a b c| , | |⇒ ±( ) ثابت کنید هرگاه عددی دو عدد را بشمارد آنگاه مجموع و تفاضل آن دو عدد را نیز می شمارد. 
)فصل اول(  

 
)فصل اول( 10 2435    بر عدد 11 بخش پذیر است. a را پیدا کنید.  2a عدد 

 
)فصل دوم( 11 الف( مسیر در گراف را تعریف کنید.  

ب( یک مسیر به طول 3 از  a  به b در گراف مقابل بنویسید.

 
)فصل دوم( 12 در گراف 3- منتظم از مرتبۀ 6 ،چند یال اضافه کنیم تا گراف کامل از همین مرتبه به دست آید؟ 

) نـــــــــمـ)5ــــــــمزآ
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مآـآآآآــ ـــــمزآآتدمتبوـن ـ19ـ) نوـ9ـنمـــ ) نـــــــــمـآزآـــ

گسسته ریاضیات 

درستی یا نادرستی گزاره های زیر را تعیین کنید.  1

نادرستدرست  الف( مجموع هر دو عدد فرد، عددی زوج است.    

نادرستدرست  2اول است.  1n − ب( برای هر عدد طبیعی n بزرگتر از 1،  عدد 
 

جاهای خالی را پر کنید. 2

] اگر و تنها اگر دو شرط زیر برقرار باشند: , ]a b c= الف( 

a c b c| , |  )1

 ∀ >m 0,   )2

ب( گراف G را  می نامیم هر گاه بین هر دو رأس آن حداقل یک مسیر وجود داشته باشد.

به ازای هر عدد طبیعیn>2 برابر است با:  g ( )Cn ج( مقدار 

کبوتر یا بیشتر در   لانه قرار بگیرند، در این صورت لانه ای وجود دارد که حداقل  کبوتر   ( )kn+1 د( هر گاه 

در آن قرار گرفته است.
 

3 x y z xy yz xz2 2 2++ ++ ≥≥ ++ ++ x ثابت کنید:   y z, , برای هر سه عدد حقیقی
 

اگر باقی مانده تقسیم a بر دو عدد 5,6 به ترتیب 2,3 باشد؛ باقی مانده تقسیم عدد a را بر 30 بیابید. 4
 

) را بر 13 بیابید. 5 )27 197 ++ باقی مانده تقسیم 
 

2000به معادله هم نهشتی و حل آن، جواب های عمومی این معادله را بیابید. 6 5000 29000x y++ == با تبدیل معادله سیاله خطی
 

Vو مجموعه یال های زیر را در نظر بگیرید: 7 a b c d e f== { , , , , , } گراف G با مجموعه راس های 
E ab bc cd ed ae cf ef== { , , , , , , }

الف( نمودار گراف را رسم کنید.

ب( NG[b] را مشخص کنید.

ج( یک مسیر به طول 5 از b به d بنویسید.
 

منتظم رسم کنید به طوری که: 8 −−k یک گراف 5 راسی غیرتهی 

الف( k بیشترین مقدار ممکن را داشته باشد.

ب( k کمترین مقدار ممکن را داشته باشد.
 

p8 را رسم کنید. 9 الف( گراف 

γγ−− مجموعه از آن را مشخص کنید. ب( یک 

ج( یک مجموعه احاطه گر مینیمال 4 عضوی از آن را مشخص نمایید.

0/5

) نـــــــــمـ)20ــــــــمزآآتدمتبوـن ـ19ـ
) نوـ9ـنمـــمآـ1398ــ
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پاسخ نامه آزمون )1(  ریاضیات   گسسته

1 
2 فرض می کنیم که داریم: 1′+k 2 و  1k + بله، دو عدد فرد را 

2 1 2 1 2 2 2 2 1 2k k k k k k q
q

+( )+ ′+( ) = + ′( )+ = + ′+( ) =
� �� ��

 

، عددی زوج است. 2q که 
2 

6 4 6 و  3 ولی  6 3 4 × خیر، زیرا به عنوان مثال 
3 

1  عددی گویا باشد، پس داریم:  23 + = a فرض کنیم 

1 2 2 13 3+ = ⇒ = −a a  

2 نیز گویا است که این  a3 عددی گویا است، پس  1− با توجه به آنکه
خلاف فرض است، پس فرض خلف باطل و حکم ثابت است.

4 

xy x y xy x y

x y xy x y

≤
+

⇔ ≤ +

⇔ + − ≥ ⇔ − ≥

2 2
2 2

2 2 2
2

2

2 0 0( )  
عبارت فوق همواره برقرار است، پس حکم درست است. 

5 

3 3 3 3 39 5 4 3 5 9
4

= ×
=

''''''''"
q

|  

a a a a an n m m
q a

m n
n m

= ×−
= −

'''''''''''" |  
6 

a b a b| |⇒  

a a a a| |⇒  
mدر این صورت خواهیم  b| mو  a| m داشته باشیم  > 0 اگر برای هر 

داشت:

m a m a m a
m

| ⇒ ≤ ≤
>

'''''"
0

 
7 

A q
B q

A B q q q q
= +
= ′+





⇒ − = − ′( ) − = − ′ − +
39 17
39 23

39 6 39 39 33( )  

⇒ − = − ′ −( )+ ⇒ − = ′′+

⇒ = =
′′

A B q q A B q

r
q

39 1 33 39 33

33

� �� ��

½kºI¶ Â¤IM
 

8 

4 17 4 2
5 5

x x≡ ⇒ ≡  

⇒ ≡ × + ≡ ≡ ⇒ = +
÷ ( )

4 2 5 2 12 3 5 3
5 5 4

5
5 4

x x x k''"
,

 

9 
3 5 4 7 5 7 4 3

2 9 18 9 6 24 24

10 10

10 9 10 10 10

a a a a

a a a

− ≡ − ⇒ − + ≡ −

⇒ ≡ ≡ ⇒ + ≡ ≡
×
''" , 44

 

⇒ + ≡ ⇒ =9 6 4 4
10

a r  
10 

2 1 2 1 2 1 2 26 7 6 5 7 5 30 7 2 31 7
≡ ⇒ ( ) ≡ ( ) ⇒ ≡ ≡

×
''"  

3 6 1 3 1 3 33 7 7 3 10 7 10 3 31 7≡ ≡ − ⇒ ( ) ≡ −( ) ≡
×
''"  

4 1 4 1 4 43 7 3 10 7 10 4 31 7≡ ⇒ ≡ ≡
×

( ) ( ) ''"  

2 3 4 2 3 4 231 31 31 7 7
+ + ≡ + + ≡  

11 

12 

_+p p p p p p
2

21 1
2

21 1 42 7= ⇒
−

= ⇒ − = ⇒ =
( ) ( )  

پس درجه هر رأس گراف 6 است.
13 

4 2 2p q q p= ⇒ =  

q
p

p
p p

p p

p p p q

+ =








 ⇒ + =

−( )
⇒ − − =

⇒ −( ) +( ) = ⇒ = ⇒ =

12
2

2 12
1

2
5 24 0

8 3 0 8

2

116
 

پاسخ نامه آزمون )2(  ریاضیات   گسسته

1 
خواهد بود،  a k+ = +1 2 1 ، عدد بعدی  a k=( )2 الف( اگر a زوج باشد 

پس داریم:
a a k k a a

q

+( ) = +( ) ⇒ +( )1 2 2 1 2 1
��� ��

|  

است و داریم: a k+ = +1 2 ، عدد بعدی 2 a k= +( )2 1 ب( اگر a فرد باشد 
a a k k k k a a

q

+( ) = +( ) +( ) = +( ) +( ) ⇒ +( )1 2 1 2 2 2 2 1 1 2 1
� ��� ���

|
 

بنابراین حاصل ضرب هر دو عدد متوالی زوج است.

2 
 12 3| 12ولی  15 3| − و یا  7 4| و  7 3| 7 ولی  3 4| + خیر به عنوان مثال 

.12 15| و 
3 

2 1 2 1 2 2 0

1 0

2 2 2 2 2

2 2
a b a ba a a b a ba

a b

+ + ≥ − ⇔ + + + − + ≥

⇔ − + + ≥

( )

(a ) ( )  

چون رابطۀ فوق همواره برقرار است، پس حکم درست است.
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گسسته ریاضیات 

پاسخ نامه آزمون )7(  ریاضیات   گسسته

1 
b
a
a
b

b a
ab

a b ab
ab

+ ≤ − ⇔
+

≤ − ⇔ + + ≥
<

2 2 2 0
2 2 0 2 2  

⇔ + ≥( )a b 2 0  
نامعادله فوق همواره درست است، پس حکم درست است.

2 
فرض کنیم r یک عدد گویای ناصفر وx عددی گنگ باشد. 

فرض خلف: فرض کنیم rx عددی گویا باشد.
rx

r
rx x∈ ⇒ ∈ ⇒ ∈q q q( )( )1  

x∈q با فرض x گنگ است در تناقض است، پس فرض خلف باطل 

و حکم ثابت می شود.
3 

a k a k a k| | |9 7 7 9 7 63 49+ ⇒ × +( ) ⇒ +  

a k a k a k| | |7 6 9 7 6 63 54+ ⇒ × +( ) ⇒ +  

⇒ +( ) − +( ) ⇒ − ⇒ = =a k k a a a| |63 49 63 54 5 1 5IÄ  
4 

تعداد غذای قورمه سبزی را x و تعداد غذای قیمه را y در نظر می گیریم:

x y x x k+ = ⇒ ≡ ⇒ = +5 5 5
1

 
k y y k+ + = ⇒ = −5 5  
x k k
y k k

k
≥ ⇒ + ≥ ⇒ ≥ −
≥ ⇒ − ≥ ⇒ ≤

⇒ = − − − − −{ }0 5 0 5
0 0 0

5 4 3 2 1 0, , , , ,  
به 6 طریق می توانند سفارش غذا دهند.

5 
V G a b c d( ) ={ , , , ,e,f,g) الف( 

 δ G( ) = 0 ∆ و  G( ) = 3 ب( 
N f a N g N a cG G G( ) ( ) (e) , ,d= { } = { } = { }, , پ( 

N a c x bG (x) ,= { } ⇒ = ت( 
6 

باید  باشد،   n ≥ 2 که  صورتی  در  گراف  این 
وسط  در  رأس  یک  که  باشد  مقابل  شکل  مانند 
ترتیب  این  به  به آن وصل شوند  و سایر رأس ها 
∆ است که در این صورت حداقل و  G n( ) = − 1

n است. −( )1 حداکثر تعداد یال ها 
7 

 2 احاطه گر  مجموعه های  ولی  است   γ ≥
+











 =

8
3 1

2 آن که به  توجه  با 

 γ ≤ پس3 است  مینیم  احاطه گر   {a , , }c e مجموعه و  نداریم  عضوی 

γ است. = 3 است. پس

8 

γ  و مجموعه  ≥
+











 =

5
2 1

2 ∆ است، پس  = 2 P و = 5 باتوجه به آن که 

γ است. = 2 γ بنابراین  ≤ 2 b  یک مجموعۀ احاطه گر است، پس  d,{ }
 

9 

54321
43215
32154
21543
15432

43215
54321
32154
21543
15432

10 

 L و حرکت به سمت بالا را با حرف R اگر حرکت به سمت راست را با
نمایش دهیم، باید 5 بار حرف R  و 4 بار حرف L  داشته باشیم. بنابراین:
9

5 4
126!

! !
=  

11 

x x x x x2 1 3 4 50 11
11 4 1
4 1

364= ⇒ + + + = ⇒
+ −
−









 =  

x x x x x2 1 3 4 51 8
8 4 1
4 1

165= ⇒ + + + = ⇒
+ −
−









 =  

x x x x x2 1 3 4 52 5
5 4 1
4 1

56= ⇒ + + + = ⇒
+ −
−









 =  

x x x x x2 1 3 4 53 2
2 4 1
4 1

10= ⇒ + + + = ⇒
+ −
−









 =  

364 است. 165 56 10 595+ + + = پس کل حالت ها 
12 

= تعداد توابع 45 : تعداد توابع یک به یک،  4 3 2 1 0 0× × × × =

13 

اگر A تعداد رمزهای 4 رقمی فاقد7 و B تعداد رمزهای 4 رقمی فاقد  
8 باشند، داریم:

A B= × × × = = × × × =9 9 9 9 9 9 9 9 9 94 4  

A B = × × × =8 8 8 8 84  

S A B− = − + − = 10 9 9 8 9744 4 4 4( )  
زمان لازم = × =974 5 ثانیه4870  

پس 4870 ثانیه زمان لازم داریم.
14 

7 لانه داریم؛  12 84× = چون 7 روز در هفته و 12 ماه در سال داریم 
505 است، پس حداقل 7 نفر از آن ها روز و ماه تولد  84 6 1= × + چون 

یکسان دارند.
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گسسته ریاضیات 

13 

اسب   تا دست کم 5  باشیم  داشته  باید  اسب   5 4 1 21× + = دست کم 
هم رنگ داشته باشیم.

پاسخ نامه آزمون )19(  ریاضیات   گسسته

1 
a b ab+ ≥2 اگر دو عدد نامنفی باشند حکم چنین خواهد بود. 

a b ab a b ab a b ab a b+ ≥ ⇔ + ≥ ⇔ + − ≥ ⇔ + ≥2 2 2 0 02( )

گزاره همیشه درست

2 
د(15  p−1 )ج ب( 3 راس  الف( 28 

3 

m q
n q

m q
n q

n m q
= +
= +

= +
= +

⇒ − = ′+
13 2
13 9

3 13 3 6
5 13 5 45 5 3 13 391

2

1

2

( )
( )

⇒ − = ′′+ ⇒ =5 3 13 0 0n m q r

4 
روز اول مهر، شنبه را برابر صفر درنظر می گیریم 29 روز در مهر و سه 
ماه آبان و آذر و دی و 12 روز بهمن، فاصله اول مهر تا 12 بهمن است، 

پس داریم:
جپچسدیش

0123456

29 30 30 30 12 131 5
7

+ + + + = ≡

که متناظر این عدد در جدول روز پنج شنبه را نشان می دهد.
5 

2 18 9 9 4
5 2 5 1 5 5 5
y y y≡  → ≡ ⇒ ≡ ≡=( , )

y k x k= + =− +5 4 2 2,

6 
N b a d cG ( ) { , , }= ب(  p q= =6 7, الف(

G تعداد یال های گراف G + تعداد یال های گراف = −p p( )1
2 ج(  

G تعداد یال های گراف =8 ⇒G مجموع درجه های رئوس گراف =16

7 

 { , , , }ν ν ν ν1 3 4 5 الف( 
 γ( )G =3 ب( 

{ , , } , { , , }ν ν ν ν ν ν1 3 5 2 4 6 ج( 

8 
در  باشد  غیرمینیمال  احاطه گر  مجموعه  یک   { , ,..., }a a an1 2 اگر الف( 
مجموعه  آنها  حذف  با  که  دارند  وجود  عضو  چند  یا  یک  این صورت 
نظر  در  را   a1 مانند عضوی  بنابراین  می ماند.  باقی  مینیمال  احاطه گر 
را  آن  بماند  باقی  احاطه گر  مجموعه  هنوز  آن  حذف  با  اگر  می گیریم 
حذف می کنیم در غیر این صورت آن را نگه داشته و همین کار را برای 

سایر رئوس انجام می دهیم.
A h g f i j={ , , , , } ب( 

9 

ب(  الف(  

10 

P p=
× ×

⇒ = ×9
3 2 2 3 7!
! ! ! !

11 

10 2! !× ج(   5 7! !× ب(   5 6! !× الف( 
12 

x x x x x x y y y y1 2 3 3 5 1 2 3 4 510 1 1 1 1 10+ + + + = ⇒ + + + + + + + + =

x y y y y
n k
k

1 2 3 4 5

1
16

6 5 1
5 1

+ + + + =  →
+ −

−










+ −
−( )

13 

شنبهیکشنبهدوشنبه

و

شنبهیکشنبهدوشنبه

312A321A

231B213B

123C132C

شنبهیکشنبهدوشنبه

⇒
332112A

221331B

113223C

14 
n A B n A n B n A B( ) ( ) ( ) ( )∪ ∩= + −

n A B( ) =











+












+













90
2

90
3

90
6

n A B( ) =60
15 

تعداد کبوترها: 505 دانش آموز  7 12 84× = تعداد لانه ها: 
505
504

84
6 6 1 7

1
− + =

 
طبق اصل لانه کبوتری لااقل 7 نفر آنها روز هفته و ماه تولدشان یکسان است.
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پاسخ نامه آزمون )20(  ریاضیات   گسسته

1 
ب( نادرست الف( درست  

2 
∀ > ⇒ ≤m a m b m c m0, | , | الف(  

ب( همبند
n

∆+










1 ج( 

( )k+1 د( به ترتیب متن سوال n و 
3 

x y z xy yz xz x y z xy yz xz

x y xy y

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2
2

+ + ≥ + + ⇔ + + ≥ + +

⇔ + − + +( ) ( zz yz x z xz

x y y z x z

2 2 2

2 2 2

2 2 0
0

− + + − ≥

⇔ − + − + − ≥

) ( )

( ) ( ) ( )
بازگشت روابط حکم  با  نابرابری آخری همواره درست است پس  چون 

برقرار است. 
4 

a q
a q

a q
a q

a q

a r

= +
= ′+





⇒
= +
= ′+





⇒ = ′′−

⇒ = +

5 2
6 3

6 30 12
5 30 15

30 3

30 27
5 

27 1 27 1 27 19 1 19 20 27 19 7
13

7
13

7 7
13

7 7
13

≡ ⇒ ≡ ⇒ + ≡ + = ⇒ + ≡( ) ( ) ( )

6 

2 5 29 2 29 2 4 5 2
2 5

5 5
x y x x x k
y k

+ = ⇒ ≡ ⇒ ≡ ⇒ = +
=− +

7 

الف( رسم شکل

N b a b cG[ ] { , , }= ب(  

b a e f c d, , , , , ج(  

8 

ب(  الف(  

9 
الف(  

{ , , , }a d e h ج(   { , , }a d g ب( 
10 

}است. , , , }a h f b یک مجموعه احاطه گر غیرمینیمال به صورت 
اکنون با حذف راس a از آن، یک مجموعه احاطه گر مینیمال به دست می آید.

11 

5 4! !× ب(    4 6! !× الف( 
3 7! !× ج( 

 12 

x x x x x x y x x x y x1 2 3 3 5 6 1 2 3 4 5 612 3 4 12+ + + + + = ⇒ + + + + + + + =

y x x x y x1 2 3 4 5 6 5+ + + + + =

n k
k
+ −

−( )
 →

+ −
−











1
1 5 6 1

6 1
13 

4321

T4T3T2T1C1

T3T2T1T4C2

T2T1T4T3C3

T1T4T3T2C4

14 

| | | | |S| |A | | | | |A A A A A A A1 2 1 2 1 2 1 2

350 350
4

350

  = = − − +

= −











− 66

350
12 234












+












=

15 

تعداد لانه ها: 12 مربع به مانند شکل
تعداد کبوترها: 13 نقطه

طبق اصل لانه کبوتری دو نقطه مانند A و B در یک لانه جای می گیرند. 
پس:

AH
BH

AH BH AB AB
<
<





⇒ + < ⇒ < ⇒ <
2
2

8 8 82 2 2
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یشانشآلوا لصف دادیا یهییظن اب 

  درس لصف: لستدلاف ریاضی

 مثال نقض: گاهی برای رد کردن یک قانون به صورت کلی، مثالی می آوریم که با حکم قانون در تناقض باشد. به این مثال، مثال نقض گویند.

2 اول است« درست است؟ 1n −  آیا گزارۀ »برای هر عدد طبیعی بزرگ تر از 1، عدد 
2 اول نیست و حکم نقض می شود. 1 636 − = n عدد  = 6 پاسخ: با فرض 

 اثبات مستقیم 
به اثبات کردن یک قانون با استفاده از مطالبی که در قبل، درستی آن ها را پذیرفتیم، اثبات مستقیم می گویند.

4 مربع کامل است. 1k +   اگر k حاصل ضرب دو عدد طبیعی متوالی باشد، آنگاه 
k باشد، پس داریم: a a a= +( ) ∈1 : n پاسخ: فرض کنیم 

4 1 4 1 1 4 4 1 2 12 2k a a a a a+ = +( )+ = + + = +( )
4 مربع کامل است. 1k + پس 

اثبات با درنظر گرفتن همه حالت ها: برخی اوقات برای اثبات برخی از گزاره ها باید تمامی موارد ممکن را در مسأله درنظر گرفته و گزاره را 
ثابت کنیم.

n عددی فرد است.  n2 5 7− +  ،n ثابت کنید برای هر عدد طبیعی 
پاسخ: برای اثبات این مطلب دو حالت در نظر می گیریم:

، پس داریم: k n k∈( ) =n 2 الف( n زوج است. به عبارت دیگر 

n n k k k k2 2 25 7 2 5 2 7 4 10 6 1− + = ( ) − ( )+ = − + +

= − + + = + ⇒2 2 5 3 1 2 12( )k k q
q

� �� �� n فرد است.        n2 5 7− +

، بنابراین داریم: k n k∈( ) = +n 2 ب( n فرد است. به عبارت دیگر 1

n n k k

k k k k
q

2 2

2 2

5 7 2 1 5 2 1 7

4 6 3 2 2 3 1 1 2

− + = +( ) − +( )+

= − + = − + + = ′
′

( )� �� �� qq n n+ ⇒ − +1 5 72.SwHjoÎ   

 اثبات به روش غیرمستقیم )برهان خلف(
در این روش فرض می کنیم حکم نادرست باشد و سپس با استفاده از قوانین و استدلال های درست و مبتنی بر فرض به یک نتیجۀ غیرممکن یا نتیجه 

متضاد با فرض می رسیم و از آن جا معلوم می شود که فرض نادرست بودن حکم، باطل است و درستی حکم ثابت می گردد.

 ثابت کنید حاصل جمع یک عدد گویا و یک عدد گنگ، عددی گنگ است.
r گنگ نیست.  x+ r گنگ است. فرض خلف:  x+  پاسخ: فرض کنیم r عدد گویا و x گنگ است. باید ثابت کنیم 

r x r x r x+ ∈ ⇒ + − ∈ ⇒ ∈q q q
گویا بودن x خلاف فرض است، پس فرض خلف باطل و حکم ثابت است.

 اثبات های بازگشتی ــ گزاره های هم ارز
اگر ارزش دو گزاره یکسان باشد، آن ها را گزاره های هم ارز )هم ارزش( می نامیم. اگر P و Q دو گزارۀ هم ارز )یعنی همواره هر دو درست یا هر دو 

P یک گزارۀ درست است. Q⇔ Q هر دو درست هستند و در نتیجه  P⇒ P و  Q⇒ نادرست( باشند، آنگاه 
P درست باشد، آنگاه P و Q دو گزارۀ هم ارز خواهند بود و اگر ارزش یکی از آن ها را بدانیم، ارزش دیگری  Q⇔ به عکس اگر ترکیب دوشرطی 

نیز همان خواهد بود.

دادیا یهییظن ابیشانشآلوا لصف    

دادیا یهییظن ابیشانشآلوا لصف    

دادیا یهییظن ابیشانشآلوا لصف    

دادیا یهییظن ابیشانشآلوا لصف    
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گسسته ریاضیات 

هم نهشتی ویژگی های   

     1( a b a c b c c
m m
≡ ⇒ ± ≡ ± ∈( )z  2( a b ac bc c

m m
≡ ⇒ ≡ ∈( )z  

                3( a b a b n
m n m n≡ ⇒ ≡ ∈( )n  4( a b c d ac bd

m m m
≡ ≡ ⇒ ≡,  

 5( a b c d a c b d
m m m
≡ ≡ ⇒ ± ≡ ±,  6( a b a mt b mk

m m
≡ ⇒ ± ≡ ±  

7( ac bc
m c d

a b
m

m
d≡

=






⇒ ≡

( , )
 8( ac bc

m c
a b

m m
≡

=






⇒ ≡

( , ) 1
 

 اگر بخواهیم کوچک ترین عدد نامنفی و هم نهشت با عدد a را به پیمانۀ m، مشخص کنیم، کافی است عدد a را بر m تقسیم کنیم و 
باقیمانده را به دست آوریم.

b به پیمانۀ m ، هم نهشت هستند. a, b در تقسیم بر عدد طبیعی m، باقی ماندۀ یکسان داشته باشند، در این صورت  a,  اگر 

a r
m
≡  اگر باقی مانده تقسیم a بر m مساوی r باشد، در این صورت:  

A بر 13 را به دست آورید. = ( ) +27 197  باقی مانده تقسیم 
پاسخ:  

27 13 2 1 27 1 27 1 1

19 13 1 6 19 6

13 7 13 7

13

= × + ⇒ ≡ ⇒ ( ) ≡ ( ) =

= × + ⇒ ≡

 

27 19 1 6 77 13 13
( ) + ≡ + ⇒ ≡A

پس باقی مانده تقسیم A بر 13 برابر 7 است.

 برای پیدا کردن باقی ماندۀ تقسیم عددی بر 3 یا 9 کافی است، باقی مانده مجموع عددها را بر 3 یا 9 به دست آوریم.

 برای پیدا کردن باقی مانده تقسیم عددی بر 2 یا 5 یا 10 کافی است باقی مانده رقم یکان را بر 2 یا 5 یا 10 به دست آوریم.

A را بر 23 بیابید. = +( ) ×2 7 911  باقی ماندۀ تقسیم عدد 

2 9 2 81 81 125 23 10 23 23
≡ ⇒ ≡ ≡, پاسخ: 

⇒ ≡ ≡ ≡ ⇒ ≡
×

2 12 2 24 24 1 2 110 23 2 11 23 23 11 23
''" ,

2 7 1 7

2 7 9 72 72 3 2 7 9 3

11 23

11 23 23 11 23

+ ≡ +

⇒ + × ≡ ≡ ⇒ + × ≡( ) , ( )
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تاریخ کاربرد هم نهشتی در   
برای این کار باید فاصله دو تاریخ را به دست آورده و باقی ماندۀ تقسیم آن را بر 7 پیدا کنیم، اگر روز تاریخ جلوتر را بخواهیم به مقدار 
عدد باقی مانده به سمت جلو حرکت کنیم و چنانچه روز تاریخ گذشته را بخواهیم به مقدار عدد باقی مانده به سمت عقب حرکت کنیم.

هم نهشتی معادله های   

x0∈z است که  ax را معادلۀ هم نهشتی می گوییم و منظور از حل یک معادلۀ هم نهشتی پیدا کردن همه جواب هایی چون  b
m
≡ هر معادله به فرم 

در معادلۀ فوق صدق کنند یعنی: 

a b ax b
m

, ∈( ) ≡z 0

 همۀ اعداد صحیح را بیابید که سه برابر آن ها منهای 13 بر 7 بخش پذیر باشد.

حال داریم: 3 13
7

x ≡ 7 یا  3 13| x − پاسخ: اگر آن عدد را x فرض کنیم، باید 

3 13

3 6 2 2 7 2

7

7 3
7
7 3 7

x

x x x x k

≡

⇒ ≡ ≡ ⇒ ≡ ⇒ = +
÷''"

( , )

4 را به دست آورید. 
5
17x ≡   جواب های عمومی معادلۀ 

4پاسخ: 17 17 2 4 2

4 2 2 5

4 12 4

5 5 5

5 5

5 4 5 1 5

x x

x

x x

≡ ≡ ⇒ ≡

≡ + ×

≡ ≡
=

,

( )
( , )

''"

''"

Â¬sÄ»

44 3

3 5 3
5 3 3 5 5 3

5

×

⇒ ≡ ⇒ = +

− ⇒ − = ⇒ = +

x x k

x x k x k( | )

 

طرز حل کردن معادلۀ هم نهشتی  

ax اگر a و b عددی بزرگ تر از m باشند، باید به جای آن ها باقی مانده تقسیمشان را بر m بنویسیم و طرفین را اگر به ضریب  b
m
≡ در معادلۀ 

x قابل قسمت باشند به آن تقسیم کنیم و در صورتی که قابل قسمت نباشند، ضریبی از پیمانه را به سمت دیگر اضافه کنیم تا طرفین بر 

x خواهد بود. mk c= + x برسیم که جواب آن  c
m
≡ ضریب x تقسیم شوند و به معادله ای به فرم 

a m b, |( ) ax دارای جواب است، اگر فقط  b
m
≡  قضیه: معادلۀ هم نهشتی 

معادلۀ سیاله  

a است را یک معادلۀ سیاله درجۀ اول یا خطی می نامیم. برای حل یک معادلۀ  b c, , ∈z ax را که در آن  by c+ = هر معادله به صورت 

ax درآورده و از آنجا x را پیدا کرده و در معادلۀ اولیه قرار می دهیم تا y به دست آید. b
m
≡ سیاله ابتدا آن را به صورت 

( , )a b c ax  وقتی دارای جواب است که  by c+ =  معادلۀ 
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 دو مربع لاتین متعامد نیستند، هرگاه در یکی از دو مربع دو درایه یکسان پیدا کنیم، به طوری که در جایگاه های نظیر به این دو درایه 

در مربع دیگر نیز درایه های یکسان )یکسان با هم نه لزوماً یکسان با درایه های مربع اول( وجود داشته باشد.

4 زیر متعامدند؟ 4×  آیا دو مربع لاتین 
2143

B =

2143
43211234

A = 34124321
12343412

پاسخ: در مربع لاتین مقابل عدد تکراری نداریم پس این دو مربع لاتین متعامد هستند.
22114433
14233241
43342112
31421324

 درس دصم: رصش هایی برلی شمارش

 اصل شمول و عدم شمول
، یک بار تعداد اعضای A و بار دیگر تعداد اعضای B را می شماریم و از مجموع آن ها تعداد  A B A یعنی  B برای محاسبه تعداد اعضای 

A را کم می کنیم که از رابطۀ زیر به دست می آید: B اعضای 

            A B A B A B∪ ∩= + −

 در یک کلاس 25 نفری، 15 نفر فوتبال و 14 نفر والیبال بازی می کنند، مشخص کنید چند نفر نه فوتبال بازی می کنند و نه والیبال، به شرط آن 
که بدانیم 9 نفر هم فوتبال بازی می کنند و هم والیبال؟

پاسخ:  
F :مجموعه فوتبالیست ها                                            V :مجموعه والیبالیست ها

F V F V F V F V∪ ∩ ∪= + − ⇒ = + − =15 14 9 20

S F V− = − = 25 20 5
پس 5 نفر نه فوتبال باز می کنند و نه والیبال.

 اصل شمول و عدم شمول برای سه مجموعه از رابطۀ زیر به دست می آید:
A B C A B C A B A C B C A B C∪ ∪ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩= + + − − − +

، تعداد عددهای طبیعی از 1 تا n که مضرب k هستند را به ما می دهد. n
k












 

B به مجموعه A محاسبۀ تعداد توابع از مجموعه 
تا باشد تعداد تابع هایی که از A به B می توان نوشت به این صورت است که  n  ،B عضو باشد و تعداد عضوهای مجموعه m دارای A اگر مجموعه

n است. n n n
m

m× × × =...
IU

� �� �� هر عضو A یکی از n عضو B را می تواند انتخاب کند، پس تعداد کل توابع 
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گسسته ریاضیات 

B چند تابع می توان نوشت؟ = { }1 2 4, , A به مجموعۀ  a b c d= { }, , ,  از مجموعۀ 
3 3 3 3 3 814× × × = = پاسخ: 

 تعداد توابع پوشا
برای محاسبۀ تعداد توابع پوشا کافی است، تعداد تابع های غیرپوشا را از تعداد کل توابع کم کنیم.

B چند تابع پوشا می توان نوشت؟  = { }1 2 3, , A به مجموعۀ a b c d= { }, , ,  از مجموعۀ 
پاسخ:

S = × × × =3 3 3 3 81

1 2 3 1 2 3 1 2 1 3 2 3 1 2 3∪ ∪ ∩ ∩ ∩ ∩ ∩= + + − − − + = + + − − − + =2 2 2 1 1 1 0 454 4 4 4 4 4

S − = − =1 2 3 81 45 36  پس تعداد توابع پوشا از A به B برابر است با: 

 تعداد توابع یک به یک
n انتخاب،   ،A برای اولین عضو از مجموعۀ m n≤ برای محاسبۀ تعداد توابع یک به یک از مجموعۀ A با m عضو به مجموعۀ B با n عضو با شرط 
n انتخاب دارید، پس به طور کلی تعداد توابع یک به یک از مجموعه A به مجموعه B برابر  m− +( )1 n انتخاب و ... آخرین عضو  − دومین عضو 1

است با: 
( ) ... !

!
n n n n n m n

n mm= × − × − × × − +( ) =
−( )

1 2 1

 به چند طریق می توان 5 کتاب مختلف را بین 8 نفر توزیع کرد، اگر بخواهیم به هر نفر حداکثر یک کتاب بدهیم؟
پاسخ: این سؤال مانند تابع یک به یک از یک مجموعۀ 5 عضوی به یک مجموعه 8 عضوی است.

8 8
8 5

8 7 6 5 4 3
3

67205( ) =
−( )

=
× × × × ×

=
!

!
!

!

 اصل لانه کبوتری 
m و همۀ کبوترها درون لانه قرار بگیرند، در این صورت لانه ای وجود دارد که حداقل 2 کبوتر در آن  n> اگر m کبوتر و n لانه داشته باشیم و 

قرار گرفته است.
 تعمیم اصل لانه کبوتری

k کبوتر در آن قرار گرفته است.  +( )1 کبوتر یا بیشتر در n لانه قرار بگیرند، در این صورت لانه ای وجود دارد که حداقل  nk +( )1 هرگاه 

 54 شاخه گل را حداکثر در چند گلدان قرار دهیم تا اطمینان داشته باشیم گلدانی هست که در آن حداقل 5 شاخه گل قرار گرفته است؟
پاسخ:

k k+ = ⇒ =1 5 4

nk n n n+ = ⇒ + = ⇒ = ⇒ = =1 54 4 1 54 4 53 53
4

13[ ]
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