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اهددیرات واتسدنهایاه لیاهت لوا دصم

 درس لصف: تبدیا های هندسی

 تبدیل:نگاشتیاستیکبهیکازصفحهبررویخودش،یعنیهرنقطهفقطیکتصویرمنحصربهفرددارد.مانند
تبدیلهامیتوانندموقعیتاشکالوهمچنیناندازهآنهاراتغییردهند.
تبدیلایزومتری)طولپا(:تبدیلیاستکهطولپارهخطراحفظمیکند.
درهرتبدیلطولپاتبدیلیافتههرزاویه،زاویهایهماندازهآناست.

بازتابمحوری:نقطۀدلخواهیمانندAوخطدلخواهیمانندdرادرنظربگیریداگرازAعمودAHرابرخط
 ′A برسیم، ′A dفرودآوریم،HتصویرAرویخطdاستواگرAHرابهاندازهخودشامتداددهیمتابه
است،کهبهآنمحورتقارنیاخطبازتابمیگویند. AA′عمودمنصفdنامداردوخطdنسبتبهخطAقرینه

بازتابتبدیلیطولپاستومساحتراحفظمیکند.
بازتابشیبخطراالزاماًحفظنمیکندمگردرصورتیکهخطومحورتقارنموازییابرهمعمودباشند.

بازتابمحوریجهتشکلراحفظنمیکند.
درهرتبدیل،نقطهایراکهتبدیلیافتهآنبرخودآننقطهمنطبقمیشودرانقطهثابتتبدیلمینامند.

بازتابنسبتبهخط،بیشمارنقطهثابتتبدیلدارد.
 S S A A( ( )) = قرینۀقرینههرنقطهنسبتبهیکخطخودآننقطهمیباشد.

)هماندازه،همجهتوموازی( V
��
رادرنظربگیرید،اگرازAتحتبرداریهمسنگ V

��
 انتقال: نقطۀAوبردار

میگوئیم. V
��
،انتقالیافتهAتحتبردار ′A میرسیمکهبه ′A حرکتکنیمبهنقطهایمانند

انتقالتبدیلیطولپاستومساحتشکلراثابتنگهمیدارد.
انتقالتبدیلیاستکهشیبخطراحفظمیکند،یعنیهرخطباانتقالیافتهاشموازیاست.

انتقالجهتشکلراحفظمیکند.
 دوران: نقطۀدلخواهAونقطۀثابتOرادرنظربگیرید.اگربهمرکزOوشعاعOAیککماندرجهت
میگوییم. θ دورانیافتهAحولOبهاندازه ′A رسمکنید.به θ دلخواه)ساعتگردویاپادساعتگرد(بهاندازه

دورانتبدیلیاستطولپاومساحتشکلراحفظمیکند.
180باشد. 0یا دورانشیبخطراالزاماًحفظنمیکندمگردرحالتیکهزاویه

دورانجهتشکلراثابتنگهمیدارد.
 kونسبتتجانسOدرتجانسبهمرکزAرامجانسنقطۀ ′A یکعددحقیقیباشد،نقطۀ k ≠  تجانس:اگرOنقطهایثابتدرصفحهو0−

گوییمهرگاهسهشرطزیربرقرارباشد.
 OA k OA′ =| | ب( روییکخطراستباشند. ′A الف(سهنقطهO،Aو

دریکطرفنقطهOقراردارند. ′A روینیمخطOAونقاطAو ′A ج(اگرkمثبتباشد)تجانسمستقیم(،
 

قرارمیگیرد. ′A اگرkمنفیباشد)تجانسمعکوس(،نقطهOبیننقاطAو
باشدتجانسانبساطیاست. | |k اگر1<
باشدتجانسانقباضیاست. | k اگر1>|

است. 1
k
بهمرکزOونسبت ′A مجانسAبهمرکزOونسبتkباشد،Aمجانس ′A اگر

است. k2 ونسبتمساحتهایآنها | |k تجانستبدیلیغیرطولپاست،مجانسهرشکلباآنمتشابهاستونسبتتشابه
هردوnضلعیمتشابه،مجانسیکدیگرنیستندولیهردوشکلمتجانس،مشابهیکدیگرند.

تجانسشیبخطراحفظمیکند،یعنیمجانسهرخطباخودآنخطموازیاست.
تجانسجهتشکلراحفظمیکند.

تبدیلیهمانیاستکههرنقطهصفحهرابهخودآننقطهنظیرکند.
تبدیلاتهمانیهستند. k 360وتجانسبا1= O)صفر(،دورانبازوایای0و

��
انتقالتحتبردار

ترکیبدوبازتاببامحورهایموازییکانتقالاست.
ترکیبدوبازتاببامحورهایمتقاطعیکدوراناست.

telegram.me/medabook_com   www.medabook.com

مشاوره و راھنمای انتخاب بھترین منابع کنکور : 021-28425210



60

)  2( هندســه 

 درس دصم: کاربرد تبدیا ها

شکلهایزیربهکمکمحورهایتقارنشانبهشکلهایهممساحتتفکیکمیشوند.

بهکمکبازتابمیتوانباثابتنگهداشتنمحیطمساحتراافزایشیاکاهشداد،بهمسائلیکهبااینروشحلمیشوندهمپیرامونییا

هممحیطیمیگوئیم.

 پیداکردن کوتاه ترین مسیر ممکن نوع اول: دونقطۀAوBمطابقشکلوخطd،مفروضند،برایپیداکردننقطهایمانندMرویخطdبه

 M.قطعکندMرادرdوصلکنیمتاخطBقرینهکنیموقرینۀآنرابهdرانسبتبهخطAمینیممباشدکافیاستMA MB+ طوریکه

نقطۀموردنظراست.

اینروشبهیکیازقضایایهرونمعروفاست.

مفروضند.برایپیداکردنمسیرمینیممANMBکهاز ′d  پیدا کردن کوتاه ترین مسیر ممکن نوع دوم:دونقطۀAوBودوخطمتقاطعdو

رانسبتبهخط ′A ،سپسقرینه (A )′ ازBمیگذرد،ابتداقرینۀAرانسبتبهخطdمییابیم ′d Aشروعمیشودوپسازبرخوردبهdو

وصلمیکنیمتاdرادرNقطعکند،NرابهAوصل ′A رادرMقطعکند،ازMبه ′d بهBوصلمیکنیمتا ′′A ،از (A )′′ مییابیم ′d

میکنیم،ANMBکوتاهترینمسیرممکناست.
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 پیداکردن کوتاه ترین مسیر ممکن نوع سوم:فرضکنیدبخواهیمرویرودخانهایبهعرضMNمطابقشکلپلیبهگونهایاحداثکنیمکه

را ′B ،BB NM′ =
� ��� � ����

مسیربیندونقطهAوBباگذرازاینپلکوتاهترینمقدارممکنشود،برایاینکارابتداازBتحتیکانتقالبابردار

بهAوصلمیکنیمتالبۀدورتررودخانهرادرMقطعکند،ازMعمودMNرابررودخانهرسممیکنیم)پلموردنظر(واز ′B مییابیم،سپساز

NبهBوصلمیکنیم،AMNBکوتاهترینمسیرممکناست.

 پیدا کردن کوتاه ترین مسیر ممکن نوع چهارم: فرضکنیدبخواهیمازنقطهAبهنقطهBکههردودریکطرفخطdقراردارندبهگونهای

 ′B BBانتقالمیدهیمتا NM′ =
� ��� � ����

برویمکهمقدارMNازمسیررویخطdباشدبرایاینکارابتداBراتحتیکانتقالهمراستاباdوبهاندازه

وصلمیکنیمتاخطdرادرMقطعکند.Mراتحت ′B رابه ′A حاصلشود، ′A حاصلشود.سپسAرانسبتبهخطdقرینهمیکنیمتا

MNانتقالمیدهیمتاNحاصلشود،ازNبهBوصلمیکنیممسیرAMNBکوتاهترینمسیرممکناست.
� ����

یکانتقالبابردار

 پیداکردن پای میانه ها به کمک تجانس:مرکزثقلهرمثلثمحلهمرسیسهمیانهمثلثاست.اگرمرکزتجانسراG1درنظربگیریمبانسبت

 k = −2 مساحتکلاستوهمچنینمجانسMNPنسبتبهGو 14 ،مجانسمثلثABC،مثلثMNPاست،کهمساحتآن k = − 12
mcهستند. mbو ،ma مثلثABCاستکهمساحتآنچهاربرابرمثلثMNPاست.N،MوPهمانپایمیانههای

ABکهدوسرآن a= مطابقشکلزیرمفروضاند.برایرسمپارهخطیمانند ′′d و ′d ،dپیدا کردن پاره خط موازی: فرضکنیدسهخط 

رادرMقطعکند،سپسMرا ′d موازیباdانتقالمیدهیمتاخط a


موازیباشد،ابتداdراتحتبردار ′′d بودهوبا ′d بررویدوخطdو

منتقلمیکنیمتاdرادرNقطعکند،MNپارهخطموردنظراست. −a


تحتیکانتقالبابردار
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8

) لـــــــــ زوــــزــمزآآآ

ـلف(زدرستیزیازوادرستیزعبارـتز یرزرـزتعیینزکنید.ز

نادرستدرست 1 تبدیلی که تبدیل یافته هر زاویه، زاویه ای هم اندازه آن باشد طولپاست. 
نادرستدرست 2 یک چند ضلعی، محیطی است اگر و فقط اگر عمودمنصف های همه ضلع های آن در یک نقطه همرس باشند. 
نادرستدرست 3 اگر یک چهار ضلعی هم محاطی و هم محیطی باشد آن گاه مربع است. 
نادرستدرست 4 دو دایره متخارج در مجموع چهار مماس مشترک دارند. 

 
ب(زجاهایزخالیزرـزـازعبارـتزلناسبزپرزکنید.

دایره ای که از هر سه رأس مثلث می گذرد  نام دارد و مرکز آن  می باشد. 5
تبدیل نگاشتی است  از صفحه بر روی خودش. 6
C،  است. 7 R(O, ) طول کمان روبه رو به زاویه مرکزیαα در دایره
قطری که از وسط وتر یک دایره بگذرد به شرط آن که  بر آن وتر  است. 8

 
ج(زعبارتزدرسـزرـزـ زدـخلزپرـوتززـوتخابزکنید.

تبدیلی طولپاست ولی شیب خط را الزاماً حفظ نمی کند. )دوران ـ انتقال( 9
وضعیت دو دایره که فقط یک مماس مشترک دارند. )مماس خارج ـ متقاطع ـ مماس داخل( 10

 
د(زـهزسؤـلاتز یرزپاسخزدهید.

ثابت کنید وترهای موازی در یک دایره کمان های مساوی تشکیل می دهند.  11
با توجه به شکل های زیر مقادیر c، b، a و d را بیابید.  12

   )الف(                       )ب(
طول مماس مشترک خارجی دو دایره مماس خارج، 12 واحد است. اگر شعاع یکی از دایره ها 9 واحد از شعاع دایره دیگر بزرگ تر باشد،  13

شعاع هر یک از دو دایره را بیابید.
، دایره را به دو قسمت تقسیم می کند، مساحت قسمت کوچکتر چه کسری از مساحت قسمت  14 2R C، وتر AB به اندازه R(O, ) در دایره

بزرگتر است؟
3 محاط شده است، طول ضلع شش ضلعی چقدر است؟ 15 در یک شش ضلعی منتظم دایره ای به شعاع
در هر دایره ثابت کنید وتر بزرگتر به مرکز دایره نزدیکتر است. 16
AOB باشد، دوران طولپاست )ثابت کنید در این  17 نشان دهید اگر مرکز دوران بر پاره خط AB واقع نباشد و زاویه دوران کمتر از زوایه

.)AB A B== ′′ حالت′′
در حالتی که پاره خط موازی محور بازتاب قرار دارد، ثابت کنید بازتاب طولپاست. 18
AC به عنوان بردار انتقال رسم کنید، سپس مشخص کنید آیا این تبدیل نقطه ثابت  19

� ���
انتقال یافته متوازی الاضلاع زیر را با در نظر گرفتن قطر

تبدیل دارد یا خیر؟

) لـــــــــ زوــــزــمز)3آ

2

3

1

1/5

2

1/5

1/5

1/5

1/5

1/5

1/5

1/5
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8

) لـــــــــ زوــــزــمزآآآ

ـلف(زدرستیزیازوادرستیزعبارـتز یرزرـزتعیینزکنید.ز

نادرستدرست 1 تبدیلی که تبدیل یافته هر زاویه، زاویه ای هم اندازه آن باشد طولپاست. 
نادرستدرست 2 یک چند ضلعی، محیطی است اگر و فقط اگر عمودمنصف های همه ضلع های آن در یک نقطه همرس باشند. 
نادرستدرست 3 اگر یک چهار ضلعی هم محاطی و هم محیطی باشد آن گاه مربع است. 
نادرستدرست 4 دو دایره متخارج در مجموع چهار مماس مشترک دارند. 

 
ب(زجاهایزخالیزرـزـازعبارـتزلناسبزپرزکنید.

دایره ای که از هر سه رأس مثلث می گذرد  نام دارد و مرکز آن  می باشد. 5
تبدیل نگاشتی است  از صفحه بر روی خودش. 6
C،  است. 7 R(O, ) طول کمان روبه رو به زاویه مرکزیαα در دایره
قطری که از وسط وتر یک دایره بگذرد به شرط آن که  بر آن وتر  است. 8

 
ج(زعبارتزدرسـزرـزـ زدـخلزپرـوتززـوتخابزکنید.

تبدیلی طولپاست ولی شیب خط را الزاماً حفظ نمی کند. )دوران ـ انتقال( 9
وضعیت دو دایره که فقط یک مماس مشترک دارند. )مماس خارج ـ متقاطع ـ مماس داخل( 10

 
د(زـهزسؤـلاتز یرزپاسخزدهید.

ثابت کنید وترهای موازی در یک دایره کمان های مساوی تشکیل می دهند.  11
با توجه به شکل های زیر مقادیر c، b، a و d را بیابید.  12

   )الف(                       )ب(
طول مماس مشترک خارجی دو دایره مماس خارج، 12 واحد است. اگر شعاع یکی از دایره ها 9 واحد از شعاع دایره دیگر بزرگ تر باشد،  13

شعاع هر یک از دو دایره را بیابید.
، دایره را به دو قسمت تقسیم می کند، مساحت قسمت کوچکتر چه کسری از مساحت قسمت  14 2R C، وتر AB به اندازه R(O, ) در دایره

بزرگتر است؟
3 محاط شده است، طول ضلع شش ضلعی چقدر است؟ 15 در یک شش ضلعی منتظم دایره ای به شعاع
در هر دایره ثابت کنید وتر بزرگتر به مرکز دایره نزدیکتر است. 16
AOB باشد، دوران طولپاست )ثابت کنید در این  17 نشان دهید اگر مرکز دوران بر پاره خط AB واقع نباشد و زاویه دوران کمتر از زوایه

.)AB A B== ′′ حالت′′
در حالتی که پاره خط موازی محور بازتاب قرار دارد، ثابت کنید بازتاب طولپاست. 18
AC به عنوان بردار انتقال رسم کنید، سپس مشخص کنید آیا این تبدیل نقطه ثابت  19

� ���
انتقال یافته متوازی الاضلاع زیر را با در نظر گرفتن قطر

تبدیل دارد یا خیر؟

) لـــــــــ زوــــزــمز)3آ

2

3

1

1/5

2

1/5

1/5

1/5

1/5

1/5

1/5
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22

) لـــــــــ زوــــزدـمزآآآ

ـلف(زدرستیزیازوادرستیزعبارـتز یرزرـزتعیینزکنید.

نادرستدرست 1 هر دو قطر در دایره همواره منصف یکدیگرند. 

نادرستدرست 2 در تجانس شیب خط حفظ می شود. 
 

ب(زجاهایزخالیزرـزـازعبارـتزلناسبزپرزکنید.ز

شعاع دایره محیطی مثلث قائم الزاویه برابر  است. 3

k از نوع  و  می باشد. 4 == تجانس به مرکز O و 2
 

ج(زعبارتزدرسـزرـزـ زدـخلزپرـوتززـوتخابزکنید.ز

تبدیلی ایزومتری که جهت شکل را حفظ می کند. )انتقال ـ تجانس ـ بازتاب( 5

تعداد مماس مشترک های دو دایرۀ مماس خارج )صفر ـ یک ـ دو ـ سه( است. 6
 

د(زـهزسؤـلاتز یرزپاسخزدهید.ز

ثابت کنید قطر عمود بر وتر، وتر و کمان مقابلش را نصف می کند. 7

A چند درجه است؟ 8 در شکل زیر
 ( , )QBP MCN� �� �== ==60 70  

 

ND شعاع های دو دایره  9 AM و 10== ==16 در شکل زیر دو دایره بر هم مماس و دو قطر AB و CD از دایره بزرگتر بر هم عمودند. اگر

را پیدا کنید. )O مرکز دایره بزرگتر است.(

 

پاره خط AB مطابق شکل زیر با خط d نه موازی است نه متقاطع، ثابت کنید بازتاب یافته AB نسبت به d با خود AB هم اندازه است.  10

)طولپایی( 

 

1

) لـــــــــ زوــــزدـمز)7آ
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) لـــــــــ زوــــزدـمزآآآ

k رسم کنید و نسبت مساحت های آن دو را بیابید.  11 == 3 C را به مرکز O و O R( , ) مجانس دایر

12  M کمترین مقدار ممکن باشد. روش یافتن MA MB++ دو نقطۀ A و B مطابق شکل مفروض اند. نقطۀ M را روی خط d طوری بیابید که

را توضیح دهید. 

 
k  رسم کنید. آیا این تبدیل  13 == یک متوازی الاضلاع و متجانسش را با در نظرگرفتن محل تقاطع قطرهایش به عنوان مرکز تجانس و1−−

همانی است؟ 

برای هر مثلث ثابت کنید، اگر R شعاع دایره محیطی باشد خواهیم داشت: )قضیه سینوس ها( 14

 a
sinA

b
sinB

C
sinC

R
  

== == == 2  

 

50km و با زاویه120 از هم دور می شوند، یک ساعت بعد دو  15 h/ 30km و h/ دو قایق از یک نقطه )O( در دریاچه ای با سرعت های

قایق در چه فاصله ای از یکدیگر هستند؟ 

 

2 )قضیه میانه ها(  16 22 2 2 24b c m aa++ == ++ در مثلث ABC میانه AM رسم شده است. ثابت کنید

 

BC مفروض است، نیمساز داخلی زاویه A ضلع BC را در D قطع کرده است. اندازه  17 == 7 AC و == 5 ،AB == 3 مثلث ABC به اضلاع

قطعات BD، DC و طول AD را بیابید؟ 

در مثلث ABC شکل زیر طول پاره خط AP را بیابید سپس مساحت مثلث APB را محاسبه کنید.  18
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